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При нынешнем уровне развития точного приборостроения результаты 
исследований на уровне линейной теории электромагнитоупр/гости [1, 
2 и др.] часто бывают неудовлетворительными, поскольку не всегда 
выявляют точную качественную картину или дают неточную колич»?ственную 
оценку физического явления. В таких случаях возникает необходимость 
учета в задачах связанных электромагнитоупругих полей разных расчетных 
уточняющих моделей.

Учет физической и геометрической нелинейностей в задачах связанных 
полей [3-5 и др ] приводит к усложнению расчетных схем, но позволяет 
выявить некоторые качественные изменения и в связи с этим точные 
количественные оценки волнового процесса при распространении индуциро
ванного сигнала.

1. Исследуется процесс распространения электроупрутого во\нов<)1«> 
сигнала конечной амплитуды в пьезоэлектрическом слое |х1| < эс, .) < <• / .
|х3| < оо из пьезоэлектрика класса бтш гексогональной симметрии, при 
котором генерируются электромагнитоупругие высшие т армоники.

Уравнения движения электроупругой среды и уравнения электромагне
тостатики в лагранжевой системе координат (хьтз, ^з) имеют вид
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LXJ = <7«j + — тензор термодинамических напряжений, pv — естественная
плотность среды,

(1.2)

С учетом только геометрической нелинейности термодинамические
напряжения LtJ и индукции электрического и магнитного полей Г)ггх и Вп.
соответственно, представляются в виде |3, 4):

du.n дФ
։> ~ C’jm* дхк + е'т'} дхт

дФ duw 
дхт дхк

дик диТГ1 
dxi дхп (1.3)

п дщ дФ 1 дикди, дФ дщ/>ж - ет1]дх^ £ткдхк + 2<5,*етп> дх^ €^1^ дх„ дх^ (1.4)

„ _ ( ди* дир дик\ ЭА> дФ
/р՜ Г*^хп ^дхп ^дХ1)дхк ^рдхк՝ (1֊5)

где ик — компоненты упругого перемещения, потенциалы Ф(т?,£) и Ф(хк,1) 
электрического и магнитного полей, соответственно, введены через лагран
жевы напряженности Е^х^Г) электрического и Нк(х^1) магнитного полей с 
учетом градиента деформации

дФ диг дФ _ дФ диг дФ
дх тп^дГдх~у 7im(xk,t) - --Q- 1тппгз'д7՜^՜" J-т ua,j (Л j и л п

В соотношениях (1.4) и (1.6) 1Х]Гпр — тензор "геометрической стрикпии"

im^jn tn^jm ij’-'mn

Во внешней вакуумной области IzJ < сю, х2 < 0, |х3| < сю или |ti| < сю, х2 > h, 
|.г3| < ю решаются уравнения электромагнетостатики для вакуума

Я/՜/01
֊ =0; =0, п,р= 1,2,3, (1.7)

где индукции электрического и магнитного ВпИ)(х,,t) полей в
лагранжевой форме описания выражаются через потенциалы этих внешних 
полей Ф(0>(х։, t) и Ф(0)(д?։,(), соответственно, а также через деформации точек 
поверхности раздела сред ?4°\xi։t) = ик(х\, 0, т3, t) или u^0)(xi,t) = uk(xi, Л, х3,1) 
,\хя вакуумных полупространств |г]| < сю, х2 < 0, |т3| < оо и |zj < оо, > Л, 
|г3| < ос, соответственно [3]:

дФ(0) _ /dv^\ ЭФ<°> ( <?и!,0> аф<°>\
дхр I дхр дхт I дхт дхп дхр Г

дФ<°) (duff1 duff’A ЭФ(0) duff* ЭФ<°) \ 18
дхр I dip + дхт I дхт * дх„ дхр )

D(p0> = -го

= -мо
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Естественно, что учет конечных деформаций поверхности электроуп-
ругой к-реды наглядно искажает ( деформирует") нематериальную внешнюю 
область, чем и продиктованы выражения материальных уравнений нематери- 
------- к среды (1.8), Учет "деформаций свободных поверхностей особенно аЛЬНОк

важен для внешней вакуумной области, где индуцируется связанное с 
электроупру) ой волной электромагнитное волновое поле

На границах раздела сред т2 — 0 и х2 = К удовлетворяется непр* рывность 
тангенциальных компонент векторов напряженностей электрического и 
магнитного полей

ф _ ф - о, ф- ф(0) _ д

и нормальны? компонент векторов индукций этих полей

ди, дФ 
д^~£2къ1

х дик ди, 
их к п։; дхп дх}

= -Со
<ЭФ<°> 
дх2 дх2 дхт

дФ^ 
дхт

?|Д0) дф(о> 
дтп дх2

(1.10)

дип
*2дг„ -

( ЭФ«”

ди2 дик дФ дФ
дх - М а V՜ 0X1 дГк~,1к2дГк =

\ дФ(0> Уи™ <9Ф|0>
дх2 дх2 дхт дхт дтп дх2= -^о

На первоначально недеформированных границах раздела сред /2 0 и
х2 = к термодинамические напряжения Л2։, £22 и £23 должны равняться нулю

(6тпк

С2тк

4тк

дФ

дФ 
“Ь ^тб о ОХт

дФ 
дхт

-$и\ет2к

-^и:2^т2к

~^Зет2к

дФ дии 
дхт дхк 
дФ ди^ 
дхт дхк 
дФ дии, 

дх™ дхк

^Ут^2пк1 +
—

_ 1
02тС2т»Н +

**

А̂Зт^2пА7 ’ 4п1

дик ди,п 
дх( дхл ’ 
дик дщп 
дх( дх.а ’ 
ди к ди,ч 
дц дхп

Очевидно, что учет "деформирования* внешней нематериальной области
усложняет запись материальных соотношении внешней нема к риалыюи 
среды (1.8) и граничных условий (1.9) - (1.11).

2. Анализ вышеприведенных основных соотношений показывает, что
посредством градиента деформации -+ связываются не только
плоскодеформированное и антиплоскодефор.мированное упругие по,ля, но и
квазис гатичес кие электрическое и магнитное поля внутри материального слоя 
и во внешней нематериальной области.

Естественно, что при изучении характера распространения излученной 
в пьезоэлектрическую среду волны наряду с граничными уем ,и 1 
поверхностях пьезослоя х2 = 0 и х2 = должны удовлетворяться икже 
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условья затухания по глубине вакуумных полупространств (при г2 —♦ ±эс, 
соответственно) всех индуцированных волновых составляющих.

Исследования только влияния геометрической нелинейности (конечные 
деформации! на волновой процесс в задачах электромагнето упругости очень 
важны, тем более что оно не только связывает электроупругое и магнитное 
поля, но и при излучении волнового сигнала может привести к разным 
генерациям в зависимости от характера излучаемого сигнала.

Известно, что в рамках линейной теории электроупрутости при разных 
симметриях пьезоэлектрических кристаллов упругие плоское {(7а(та, 0,/),
Цз(*а, г0,О,/), 3} и антиплоское {0,0, £/7(.та, х0,0, £)} поля разделяются [5].
тем самым допуская возможность излучения волнового сигнала разного 
характера.

При этом известно, что в пьезокристалле класса 6шт по срезу
изотрспной плоскости Х]ОХ2 может распространяться чисто упругая волна
плоской деформации {1?а(ха, х0, 0, $)-, х0, 0,0, 0.0} или электроупругая 
волна антиплоской деформации {0,0,бг7(хо, х0,0,0, Ф(та, х0, 0,0}.

Понятно, что в зависимости от того, какого рода волновой сигнал
мы возбуждаем (плоскую упругую или антиплоскую эле ктроуп ругу ю волну), 
основную роль при распространении волны, а также при генерации следую
щих гармоник будут играть конечные удлинения или конечные сдвиги.

Это вызывает интерес к исследованию особенностей распространения 
разных волновых сигналов с учетом разного рода геометрических нелиней
ностей:

а) распэостранение антиплоского электроупругого сигнала {0,0,1/7(та, 
х3,0.0. Ф(то, г#, 0. £)} при учете конечных сдвигов типа диа/дх0 (а 13, =
1,2.3); ‘ ...с

б, распространение антиплоского электроупругого сигнала {0,0, Г\(ео. 
0.«) Ф(.то, г5,0, 0} при учете конечных удлинений типа диа/дха (о = 1.2,3);

в) распространение плоского упругого сигнала {[/а(та, х0,0,1), и0(ха, х0> 
0. Г). 0,0} при учете конечных сдвигов типа диа/дх0 (а /?, а,/3 = 1,2,3);

г) распространение плоского упругого сигнала {иа(ха, х0,0,1), и0(ха, х0, 
0,0.0} при учете конечных удлинений типа (а = 1,2,3).

При учете только конечных сдвиговых деформаций (случаи задач а) и 
в)) в основных уравнениях и материальных соотношениях сохраняем только 
нелинейности типа (диа/дх0) • (дЩ/дх^), (а 1,2,3, Дд = 1,2),
обусловленные конечными сдвигами.

Тогда основные уравнения в пьезоэлектрическом слое 0 < х2 < Л 
(плоскость перпендикулярна к оси анизотропии кристалла атз) будут
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иметь вид:

I, дЫ,+ 2(с"-С1։)-^-^ =

РУз эи3
дх2 дх2 2 11 ՛ дх\дх2 дх2

дУ3
дх] дх\ ’

1 / л2(с'։-С1г)ад?

д2У, ди, 
С" дх% д.с-)

д2У3
С44 Эх? в15Эх? ’ 

дЧ/з э//2 
44 дз,дх2 дх.

2 Эх[Х2
1, . Э2(/3 дУ3
2(Си ~ С,1)дх[дГ2

д2Ф д2^
дх2 дх?

д2Ц3 ди, 
4дх\дх2 дх2

&У2 дЧГ2 1
дх2 ? дУ 2

ди3 &и3
(Сц + Сш-д— ~---7Г՜01\ ит\дх

&у3
-р~дё = 

дУ, д2Ф
е՝5 Этз 0113x2 15

д 2и} ди2

дх2 дх2

дУ2 дЧ 
дх\ дх\дх2

д2У3 д2Ф’ &и3 &Ф
е’5 Эх? Эх? + е,։ Эх? " £п ад “

д2У, ЭФ с ^УздФ ди, ЭЧ
1 дх^ дх\ +6’11 #х2 0хд + 6 1 дх2 дх\дх2

дЦ2 д2Ф
дх\ дх\дх2

02ф 02ф 
дх2 дх^

д2Ъ\ дФ 
дх2 дх\

2дих гРФ 
дх2 дх\дх2

&Ц2дФ
+ дх2 дх2

дЦ2 д2^ 
дх^ дх[дх2

Вэ внешней вакуумной среде х2 < 0 или х2 > К лагранжевы уравне
ния электромагнетизма в "деформированной’’ нематериальной среде примут 
довольно упрощенный вид по сравнению со случаем полного учета оометри 
ческой нелинейности:

а2ф(0) э2ф(0) _ Э2{/^О> ЭФ(0> Э(^0) Э^Ф10)
Эх? + Эх? Эх? Эх2 + дх, дх,дх3

Э2ф(0) #гф(О) _ э2{/?0> ЭФ(0) ,Э^0> сЯФ*01
Эх? "*՜ Эх? Эх? Эх2 Эх| дх,дх3

Граничные условия (1.9)-(1.11), соответственно, преобразуются к виду:

ф _ ф(°> = 0. Ф - Ф|0) = 0,

ЭФ дУ3 ЭФ<°> ди3дФ ЭУ.ЭФ ЭД'"^1 
е11ад֊е15ад“ео-ад՜՜ £"адад "дх3дх, дх, эп ՛

дф ЭФ(0) ди2дФ Э(^ЭФ эг 21' ЭФ"
_/2над+/г°"ад՜=-Д11ад ад р"дх2дх, >1и эх, эх,

ди2 дУ, _ дУз дУз 
ад + дх2 ~ дх, дх2

(23)
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дУ.
дх.

дУ2+ --дх2 
ди3 ди3
Эх2 дх2 
ъи3 ։

44 4“ €

~ 77с12

дЦ. дУ. 
Г11 дх2 дх2 
дУ3 дУ3

эг/2 э(/2 1 _ ди՝ди*
дх. дх. 2 С|1 С12 дх2 дх.

дФ
дх2

дУ2 ди3 
дх. дх.

диудиз 
дх2 дх.

Очевидно, что здесь можно исследовать как распространение антиплос-
кого эхектрс упругого волнового сигнала {0,0, СА(та, х0,0, /), Ф(то, х0. 0,0}. так 
и распространение плоского упругого волнового сигнала {Уа(ха, х0,0 , О, У0(ха, 
та,0.0,0,0}. С

При учете только конечных удлинений (случаи задач б) и г)) в
основных уравнениях и материальных соотношениях сохраняем только 
нелинейности типа (дУа/дха) • (дУц/дх^, = 1,2), обусловленные конеч- 
ными удлинениями.

В этом случае уравнения электромагнетостатики для электроупругого
слоя запишутся в виде:

1 . , Ь д2ихс"д^+2(сп+с,2)д^+2(си~с,2)~д^-р-д^
Э2^ ди2 д2Ц{

1 дх2 дх\ С'2 дх2 дх\

1, ,д2С72 1, , д2У. д2и2 д2и2- с12)-^- + -(С11 + с։2)^- + - р— =

дУ.д2и2 ՝ д2и2ди2
12 дх. дх2 С11 дх% дх2 ’

д2и3 д2Ф д2и3 д2Ф д2и3
С44 дх2 ь б’,5Эт2 + С44 дх2 +615 дх2 р ~

ЗФ _ 52Г/2 дФ_ ди2д2Ф
1о дх2\ дху е}5дх^ дх2 615 дх^ дх2 ' 610дх2 дх^՝ 

д2и3 з2ф д2и3 д2Ф д2их дФ ди. д2Ф 
15 0х{ 11 дх2 15 дх2 611 дх^ 611 дх2 дх. дх2

(ХА^ф зф с дщ^Ф ^ ди2д2Ф
11 дх. дх% дх^ дх2 611 дх2 дх% '1։ дх2 дх2-

д2Ф д2Ф__^ЩдФ_ дУ. д2 Ф дУ. д2 Ф
дх\ + дх2 дх} дх. дх. дх} дх% +

д2У2 ЭФ дУгдЧ дС^д^Ф 
дх% дх2 + дх2 дх$ дх2 дх} ’ 

а уравнения электромагнетостатики для внешней нематериальной среды 
запишутся в виде: * р

о2ф(0) ^ф(О)

дх} дх%
<э2ц(0) эф<°) _ эи^_ э2ф<°) <эц(0) <э2ф(0> 

дх2 дху Эх, дх? дх\ дх?
А • • 4^

<92ф«>) а2Ф(°) _ <92Ц(0) <ЭФ<°)
дх] дх% дх^ дх-1

дЦ(и) <92Ф(О) 
дх^ дх2 +

ди\й} <92Ф(0) 
дх. дх?2 (2.5)
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Соответствующие граничные условия на обеих свободных от механических 
нагрузок поверхностях слоя преобразуются к виду:

ф _ ф<0) _ Q ф _ ф(0) _ Q

f'9ф(0) ди.дФ ди[0)ЭФ^ ди2дФ

„.g? , дф(0) . дихдФ ди2дФ ди^дФ^ "dX2+t^dx2 -щ'д^дГ2-^дГ2-^^-э^֊

ди2 dUi
dii + дх2 (2-6)

дЩ _ _ 1 dUx dU} dUi dU2 3 dU2 dU2
<)xi "дх2 2f'2dxidxt С'гдх}дх2 2С11дт2дГ2'

dU3
^44

иХ՝2

дФ 
дх2

Очевидно, что здесь также можно исследовать как распространение
антиплоского электро упругого волнового сигнала {0.0, 0,0. Ф то,
2/3,0, 0}, так и распространение плоского упругого волнового сигнала {[/о л 
23»0,0, и^хау хр,0,0,0,0}.

Р з соотношений (2.1) -(2.6) видно, что во всех задачах левые нелинейные
части связывают плоское и антиплоское поля деформации и при возбуждении 
либо сигнала плоской упругой деформации, либо сигнала агг и плоской 
электроактив ной деформации могут быть генерированы высшие гармоники 
обоих типов волн в связке друг с другом.

Институт механики НАН РА

Член-корреспондент НАН РА А С. Аветисян, В М. Хачатрян

Особенности учета геометрической нелинейности при распространении 
электромцругой волны конечной амплитуды в пьезоэлектрической среде

Исследуется распросгранение электроупругого волнового сигнала конечной 
амплитуды в пьезоэлектрическом слое из пьезоэлектрика класса 6mm гексогональнои 
симметрии, и эи котором генерируются электромагните упругие высшие гармоники

Получены основные уравнения электро магнитоупругости, граничные условия 
и материальные соотношения исследуемой задачи.

Показано, что в зависимости от того, какого рода волновой сигнал мы 
возбуждаем (плоскую упругую или антиплоскую элгк1ро\ пр\i \ ю ik хн . i. н
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роль при распространении волны, а также при генерации следующих гармоник буду։
играть конечные удлинения или конечные сдвиги.

Р з выведенных основных соотношений видно, что во всех задсчах левые
нелинейные части связывают плоское и антиплоское поля деформации и при 
возбуждении либо сигнала плоской упругой деформации, либо сигнала антиплоской 
электр^активной деформации могут быть генерированы высшие гармоники обоих 
типов волн в связке друг с другом.

XX ԴԱԱ թղթակից անդամ Ա. (1. Ավեդփսյան, Վ. 1ք. 1սւսչատ|ւյսւն

Երկրաչափական ոչ գծայնության հաշվառման առանձնահատկություններ)! 

պիեզււէլեկւրրսկան միջավայրում վերջավոր լայնույթով էլևկւրրաառաձգական ալիքի 

տարածման դեպքում

Հետազոտվել է հեքսոգոնալ համաչափության 6րորո դասի պիեզոբյուրեղային շերտում 

վերջավոր լայնույթով էլեկտրաառաձգական ազդանշանի տարածումը, որի պարագայում 

զեներս ցվում են դրա բարձր հարմոնիկաները:

ետացված են հետազոտվող խնդրի էլեկտրամագնիսաար՚աձզականության հավասա

րումները, նյութական առնչությունները եւ եզրային պայմանները:

5ույց են տրված տարբեր տեսակի երկրաչափական ոչ գծայնությունների (վերջավոր 
երկարացումներ կամ վերջավոր սահքեր) հաշվառման դեպքում ալիքային ազդանշանի 

տարա?՜ման տարբեր առանձնահատկությունների հնարավորությունը, ինչպես նաեւ, որ, 

կախված գրգռված ալիքային ազդանշանի տեսակից (հարթ առաձգական կամ հակահարթ 

Լլեկւրրաառաձւյական), ալիքի տարածման, ինչպես նաեւ հաջորդ հարմոնիկանե՜ւի գրգռման 

հարցում հիմն ւ կան դերակատարում կարոդ Են ունենալ վերջավոր երկարացումները կւսմ 
վերջաւոր սահքերը:

Corresponding member of NAS RA A. S. Avetisyan, V. M. Khachatryan

Fealures of Finite Amplitude Electroelastic Waves Propagation in the Piezoelectric 
Medium Taking into Account Geometrical Nonlinearity

1 he propagation of finite amplitude electroelastic wave signal in the piezoelectric 
medium from piezoelectric material of 6mm class of hexagon.il symmetry is investigated 
under vhich the higher electromagnetoelastic harmonics are generated.

The basx equations of electromagnetoelasticity, boundary conditions end material 
relations of the investigated problem are obtained.

1 is shown that depending on what type of wave we disturb (plane elastic or antiplane 
electroelastic wave), during the wave propagation, as well as during the generation of next 
harmonics the main role belongs to the finite elongations or finite shears.
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From derived main correlations it is obvious that in all problems left nonlinear parts 
connected plane and antiplane deformation fields and during the disturbance both plane 
elastic deformation signal and antiplane electroeactive deformation signal can be gener
ated higher harmonics of both waves related with each other.
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