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Римановы /?гс-полусимметрические многообразия являются обобщени­
ями симметрических, полусимметрических и эйнштейновых многообразий
В настоящее время наиболее глубоко исследованы полусим метрические
подмногообразия, теории которых посвящена моногра ия ЮГ Лумисте
[1]. В [2] доказано, что /7гс-полуси мм етричес кие многообразия разлагаются 
в прямое произведение двумерных, эйнштейновых и полуэйнцтеиновых 
многообразий. Примеры полуэйнштейновых подмногообразий были постро- 
ены в [3-6]. В [5] в евклидовом пространстве Ел описано нормально плоское 
минимальное полуэйнштейново подмногообразие с кратными главными век­
торами кривизны. В настоящей работе в Еп дается геометрическое описание 
нормально плоских минимальных полуэйнштейновых подмногообразии с 
однократными главными векторами кривизны. Справедлива следующая

Теорема. Пусть в евклидовом пространстве Еп т-мерное нормально 
плосксе минимальное полуэйнштейново подмногообразие М индекса дефект­
ности р > 1 имеет в каждой точке д (д > 2) ненулевых однократных 
главных векторов кривизны Пу,... ,пя, образующих между собой постоянные
углы всюду на М, Если соответствующие этим векторам собственные 
распределения ։ параллельны на М друг относительно дру'а (но 
не относительно распределения 7л(0)/, то векторы щ.... , пч



имеют равные модули, образуют попарно равные углы, а М локально имеет 
вид прямого произведения Ет-д֊\ х М, где Ет-ч-\ ~ плоскость размерности 
т — д — I, а М представляет собой конус над д-мерным подмногообразием 
\, которое, как подмногообразие в Еп, обладает следующими свойствами: 
является эйнштейновым и нормально плоским, принадлежит гиперсфере 
евклидова пространства Еп-т+я+1, минимально в этой гиперсфере и представ- 
хяет собой прямое произведение д окружностей одного и того же радиуса.

Г риведем сначала необходимые определения и формулы. Пусть 0(ЕЛ) 
— главное расслоение ортонормированных реперов {х, е1։... , е„} в Еп. 
Отождествляя точку х с ее радиус-вектором, имеем

йх — л^ед, йед = = О»— !>• • •» сЕ'д — шд

Пусть Л/ является т-мерным подмногообразием в Еп. Тогда расслоение 0(Еп) 
может быть приведено к главному расслоению О(Л/, Еп) адаптированных 
ортонормреперов {т, еь ... , ет, ет+ь... , еп}, характеризуемых тем, что ег е 
ТХ(М), г,д... = 1,... ,т, еа € Т^(М), а, /3,... = т 4- 1,... , п. В силу этого по 
известной схеме (см. [1 ],* [5] ) получим

- 0. ?*/£)•

Л и/ = Н^д - К°к]^ - КЩ, ЪЬ° = 4- - Ь°к^ - .

Здесь V — связность Ван дер Вардена - Бортолотти, V — риманова связность 
на Л/, определяемая формами ц^, а V1 — нормальная связность, определяемая 
формами Шд. Функции являются компонентами второй а2 фундаменталь­
ной формы. Формулы

= ֊ Е С, =
1

определяют формы кривизны и компоненты тензоров кривизны /? и /?х
связностей V и V* соответственно. Компоненты Егк тензора Риччи /?։
определяются по формуле Егк тм = игг-м1 - Н°Ь°к), где Л?' = 11м- а
Нп = - компоненты вектора средней кривизны II = Нпеа. Если II = О,
то подмногообразие называется минимальным.

Пусть подмногообразие М является нормально плоским, т.е. = 0. 
Тогда все матрицы ||^|| коммутируют между собой. В силу этого в некотором 
ортонормрепере они могуч быть приведены к диагональному виду |
Т о гда

= р,б.к, р, = Е1<А“)2 - Я“АП- 
а
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Нормальные векторы п։ = А“еа называются главными векторами кривизны 
нормально плоского подмногообразия в Еп. Легко видеть, что Н = щ +... 4-тЦп* 

Пусть Т3. , Тх , Тх обозначают пространства дефектности, кодефектности 
и относительной дефектности подмногообразия М в точке х. Если на 
Тх те.язор Риччи имеет только одно ненулевое собственное значение, то 
подмногообразие М называемся полуэйнштейновым. Справедливо включение 
Т'х С Тх . В [5] доказано, что а) пространство дефектности нормально 
плоского минимального подмногообразия М в Еп в каждой точке совпадает с
пространством относительной де ектности, б) если коразмерность нормально
плоского минимального полуэйнштейнова подмногообразия М в Еп равна 
п — тп, то в схемах главных векторов кривизны, в которых утлы между 
векторами попарно равны, максимальное число векторов может быть равно 
п — тп+ 1- Угол между векторами определяется равенством cos^> = — (g- I)՜1. 
За всеми остальными сведениями отсылаем к монографиям [1,7,8].

Доказательство теоремы. Пусть тп-мерное нормально плоское минималь- ж
ное полуэйнштейново подмногообразие М в Еп имеет только q различных 
однократных ненулевых главных векторов кривизны ,... , nq и нулевой 
главный вектор кривизны кратности /х > 1. Тогда dimT^} = q. Поскольку 
М является минимальным, то = |nj2 и условие полуэйнштейновости 
равносильно (nJ2 = р. Таким образом щ 4-... 4֊ nq = 0. |щ| = ... = |ng| = у/p. В 
дальнейшем будем предполагать, что всюду на Л/ векторы и, образуют между 
собой постоянные утлы, которые не меняются от точки к точке. Поскольку 
модули векторов п, равны, то существует ортогональное преобразование, 
которое переводит вектор щ в вектор п։ для каждого i > 1.

Следовательно, А* = a^Af, i > 1, где элементы матрицы А, = (а^) 
являются постоянными. Поскольку нормальная связность подмногообразия 
М плоская, то нормальные к М векторные поля ео можно выбрать так, чтобы 
они были параллельными в нормальном расслоении, что равносильно = 0 
(см.[7]|.

Уравнения подмногообразия в настоящем случае принимают следующий
вид:

ша = 0, = А“ = (с1Ха)6у 4- (А* — А*)и՛} = ,

где в левой части нет суммирования по I. Пусть адаптирована ый к 
ортонормрепер выбран так, что

6 Т^\ е 710), еа е Т^{М), = 1,- ••>9֊ = « + 1..... m’ = m+1......п՛

Пусть ev е 
пространства ТХ(М),

где обозначает подпространство касательного 
на котором каждая матрица ||Л"|| имеет собственное 
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значение А“; ГГ * называется собственным подпространством, соответствую­
щим вектору п,ф. Поскольку векторы пф являются однократными, то ։ИтТх'^ = 
1. Рассуждая так же, как и в [5| и [6], будем иметь

— h^ipktdk) Н*фк — 0, р ф.

На основании А? = получим = а°дЬ^к, <р > 1. Следовательно, = О 
при р > 1. Если к = 1, то из = 0 следует, что /г^и = 0. Таким образом, 

= 0 дхя любого р. Так же, как и в [5] и [6], получаем следующую систему:

din |А“| = Fru7, = Fr^, = 0, р^ ф, (1)

где /> = р 1 ХфН^ не зависит от р. Легко проверить, что распределение 

интегрируемо. Его интегральное многообразие представляет собой 
некоторую кривую, которую обозначим через Распределение = 
Т(1,1> 4֊ ... 4֊ 7'Р’4?), которое задается системой = 0, о/՜ = 0, также является 
интегрируемым. Его интегральное многообразие максимальной размерности 
будем обозначать через Л/՜ Очевидно, что (1гтп^ = д. Так же, как и в [5] и [6], 
доказывается, что N локально является прямым произведением кривых 
т.е. = ЛГ1> х ... х имеет плоскую нормальную связность и = Г^‘- 
Внешнее дифференцирование уравнений (1) и применение леммы Картана 
привог\ит к следующей системе:

dFT = (Ег;( + FrF,)u>‘, £(Fr)2 * + £ = 0, * / ф.
V QL

Если рассматривать /V как подмногообразие в М, то из второго уравнения 
следует, что на М секционные кривизны в направлениях ефЛеф отрицательны 
и равны между собой. Это значит, что скалярные произведения векторов 
П1,... Пд отрицательны и равны между собой. Так как модули этих векторов 
равны то равны и отрицательны косинусы углов между этими векторами. 
Поэтому все утлы равны 90° < р < 180°. Тогда cosc^ = — jpry и, следовательно,

(2)

Отсюда и из (1) следует, что Л™՜*՜1 и Рт постоянны на №. Так как на /V 
и* — 0, =: 0, то нормальное к Лг векторное поле £ = Ргег параллельно

Г
в нормальном расслоении. Выбирая параллельное нормальное к № векторное 
поле е-п так, что £ = т/ет, ту > 0, получим Гг = 0, г = 4,... ,771-1, Гт = ту. Теперь 
легко проверить, что V является эйнштейновым подмногообразием

Если ту -= 0, то нетрудно показать, что М является т-мерной плоскостью, 
т.е. <е является полуэйнштейновым подмногообразием. Пусть ту / 0.
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Поскольку Fru*, то — ~Fmw* = — т)ш^. Следовательно, отождествляя 
точку х 6 N с радиус-вектором, будем иметь <1(х 4֊ г)-}€гп) == ^ег 4 
Ч ~ Тогда х 4֊ т/ ։em = const и подмногообразие Л' принадлежит 
некоторой гиперсфере Sn X(R) пространства Еп, для которой вектор ет 
является нормальным. Чак как М является минимальным и Fr = 0 при г тп, 
го нормальней к Л вектор //ет является вектором средней кривизны для Л. 
Однако поскольку вектор ет ортогонален к гиперсфере Sn~l(R), то Л является 
минимальным в этой гиперсфере, но не минимальным в Еп.

Поскольку Fr — 0 при г ■/֊ т и Fm = q > 0, то из (2) следует, что 
I rt ~ Следовательно, lj™ = 0 и так как cuj = О при г т (что следует 
из (1)), то распределение Д', сопоставляющее каждой точке подмногообразия 
Л/ линейную оболочку векторов ег, т / т, является параллельным на Л/ и 
вполне՛ интегрируемым. Его интегральное многообразие представляет собой 
(m-g- 1)-мерную плоскость, которую обозначим через Em_q_\. Орто опальное 
дополнение к Кх в касательном пространстве ТХ(М) имеет вид Тх”։) 4֊ ... 4֊ 
Тх'д} 4֊ Lx, где Lx — прямая с направляющим вектором ет. Соответствующее 
распределение 4֊ ... 4֊ 4֊ L также параллельно на Л/ и вполне
интегрируемо. Его интегральное многообразие будем обозначать через Л/. 
Следовательно, М = Em-q-i х А/. Здесь М представляет собой (q 4֊ 1)-мерное 
полуэгнштейново подмногообразие в En-m+q+] и имеет коразмерность п - ш.

Поскольку dem = -qu^e^, то em = const при и* = 0, и так как q 0, то Л/ 
является конусом над /V. Так как Em-q֊\ является евклидовым пространством, 
то в качестве локальных координат на Em-q_\ можно взять прямоугольные 
декартовы координаты. Тогда = 0 при любых значениях индексов Отсюда 
и на основании равенств (1) и (2) получаем следующую систему:

d' In |Л™+1| = = 0, г тп, uj™ =

= (/>,dq = AJA" = -q1.

Выясним, что представляет собой кривая при фиксированном 
значении <р. Поскольку задается ситемой си" = 0, = 0, ф р, = О,
то легко проверить, что сйи*’ = 0, и можем считать, что си* = где 
~ натуральный параметр вдоль Имея в виду, что А^ и q являются
постоянными при <jjr - 0, легко подсчитать, что

ds^ = n^ + qemi

d2e^> 
ds2

Отсюда следует, что содержится в плоскости векторов и п^ 4֊ qem, т е. 
является плоской кривой. Поскольку величина |п,р|՜ 4-ч2 является постоянной, 
то представляет собой окружность радиуса (|пм,|~ 4- Так как //]՛ -

123



... = |пд|, то все кривые М* являются окружностями одного и того же 
радиуса. Таким образом, № является прямым произведением ц одинаковых 
окружностей. На М интегральное многообразие распределения Л есть прямая 
с единичным вектором ет. Обозначим через хт координату на этой прямой. 
Поскольку скит = Ли™ 4֊ о,*5 Л ш ™ Т Л и™ = 0, то можем считать, что и™ = е1хт. 
Подставляя в (3) и интегрируя, находим

В евклидовых пространствах дается геометрическое описание нормально
плоски < минимальных полуэйнштейновых подмногообразий с однократными нену­
левыми главными векторами кривизны в предположении, что соответствующие этим
векторам собс твенные распределения параллельны друг относительно друга.

7/ = (С֊х՞')-В * 1, Л“ = С;(С-хт)-1,

где С и С™՜11 — постоянные интегрирования. Постоянные С" должны 
удовлетворять также следующим условиям:

= = Е(с“)2 = ^-1. (4)
<р а а

Существование постоянных С°, удовлетворяющих этим условиям, доказано в 
[5]. Пусть г] и А® определяются полученными формулами и пусть выполняются 
условия (4). Рассмотрим в Еп следующую дифференциальную систему:

= о, = о, = о, чг = о, = о,

Лп |А*| = = т/сЛ, = 0. г И т.

Путем прямого вычисления легко доказать, что эта система вполне инте­
грируема. Она и задает описанное выше нормально плоское минимальное 
полуэ£ нштейново подмногообразие М = Ет-д-\ х М, что и доказывает 
существование рассматриваемого класса подмногообразий. Теорема доказа­
на. . . . , 1 ' . ։АЛг • ։
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Վ. 11. Ս իրզոյւսն, Ч-. Ս. Սւււճկւսլյան

11 իւսպւււտիկ զքխւսվոր կորության վեկտորներով նորսսդ հարթ մինիմալ 

կիսւսէյնշտեյնյան ենթարազմաձև ու թյուններ

144Փյյ֊ւև տարածություններում տրվում է միապատիկ ոչ զրոյական գլխավոր 
կորության վեկտորներով նորմալ հարթ մինիմալ կիսաէյնշտեյնյան ենթաբազմւյձեւություն- 

ների երկրաչափական նկարագրությունը ենթադրությամբ, որ այդ վեկտորներին համապա- 
տասխսւնոդ սեփական բաշխումները զուգահեռ են իրար նկատմամբ:

V. A. Mirzoyan, G. Տ. Machkalyan

Nor II ally Flat Minimal Se II i-Einstein Submanifolds with Principial Curvature
Vectors of multiplicity

In Euclidean spaces a geometric description of normally flat minimal semi-Einstein 
submar ifolds with non-zero principal curvature vectors of multiplicity is given provided 
that the eigen distributions, corresponding to these vectors, are parallel witl respect to 
each other.
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