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Для решения задач микро- и наномеханики (1] весьма актуально построение общих теорий пластин и оболочек на основе несимметричной (микрополярной, моментной) теории упругости (2] Асимптотический метод позволяет из трехмерной несимметричной теории упругости построить вполне адекватную общую прикладную-двумерную теорию тонких микрополярных оболочек. В работах [3-5] построены теории микрополярны < оболочек со свободным вращением и со стесненным вращением В работе [6, показано, что Е; зависимости от значений безразмерных физических параметров микрополярных пластин возможно построение теорий микрополярных пластин со свободным вращением; со стесненным вращением; "с малой сдвиговой жесткостью".15 данной работе построены общие теории микрополярных оболочек со свободным вращением; со стесненным вращением; "с малой сдвиговой жесткостью" в зависимости от безразмерных физических параметров мате риала оболочки.1, . Постановка задачи. Будем рассматривать оболочку го.чцинои _ как 'рехмерное упругое тело. Основными уравнениями огред<мния напряженно-деформированного состояния (НДС) микрополярноп՛ \ пру гон тела г вляюгся [7]:уравнения равновесия: = 0, + е"т‘ = 0; ('"
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физические соотношения:
= (д 4֊ о)7тп 4֊ (д ֊ Пг)7гпп 4֊ пт 1

Ртп = (7 + с )^гпп 4֊ (7 - г)*™тп 4֊ /Зикк6пт»
(12)
(1.3)геометрические соотношения:

7тп — » ^тп »т^п՛Здесь (7пгп, ц™ — конгравариангные, а апт, цпт — ковариантные компоненты тензоров силовых и моментных напряжений; 7тп, ктп — ковариантные компоненты тензоров деформаций и изгиба-кручения; Ц,,шп — ковариантные компоненты векторов перемещения и независимого поворота; Л, 7,€ — физические константы для микрополярного тела оболочки. Индексы т. п, к принимают значения 1, 2, 3.Примем обычную триортогональную систему координат оп для изучения оболочек [8] Для физических компонент рассматриваемых тензоров и векторов оставим принятые выше обозначения.Пусть на лицевых поверхностях оболочки оз = ±/г заданы соответствующее компоненты силового и моментного тензоров напряжений. На поверхности края оболочки Е примем один из вариантов граничных условий несимметричной теории упругости (в дальнейшем для определенности принимаются граничные условия первого варианта несимметричной теории упругости) ,.ч2. Преобразование трехмерных уравнений микрополярной теории упругости. Для удобства введем несимметричный тензор силовых напряжений [8] и аналогичный тензор для моментных напряжений [3):
т«з = (14֊ ст,з(г «֊♦ 3), г» = (1 + ^) (1 4- ^) а33,

(1 4- я}) До» (2-1)
'Аз - (14-я}) *՜* $)> ^зз = (14՜ я}) (14֊^) Дзз-Здесь и в дальнейшем индексы г,; принимают значения 1, 2, притом г / ).В обозначениях (2 1) основная система микрополярного упругого тела принт мает вид (3):уравнения равновесия:

доз310



^3։ -(֊!)' (^ - т>։) = О, (2.2)
физике-геометрические соотношения:

Граничные условия на лицевых поверхностях оболочки о3 = ±Ь будутвыражаться так:
__ 131__
:1+°з/«, ]аэ = ±ь

__ Е3|__,։+аз/^ ]аз=±н

(1+<ад/Я1 )(1+аз/К^) а 
• *

(1+ле/я, Ю-нм/яЛ ад=±л

— ։

— »

(2.4)
Здесь приняты следующие обозначения:1 дт„ 1 дА, з.±*2! , 4-тЛ да? + ЛА да, ” А, да, А,А, да/ >'1 дт|3 1 д.4г~ 1 дги + 1 дА'т,,.

А, да, + А, А, да, Т’3 Т Ла да, А,А, да.1 дц,
А, да,

1 ՝ 1. , а (,7|‘ ' 4 ЙпАХА^ оах 0(1 з

1 дАч+ А А՜ тг՜ (р?» +
_ р11 ^22 ф _ ^,713 _

/?2 /11 Зо|

Ai да, + AiAj да} } Ь Я,
1 дА2 1 дик 1

Аг А? да!/ |3 + А2 да2 АхА2 да21 дУ, 1 дА^. а = 1^2 
‘^^да, А,А, да, ” й Ада,

(2.5)И я.’
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1 с>ц՛, 1 дА։ и?з _ 1 ди)х 1 дА) 1 дъ^ \ух
К'՜՜՜ А,д^^ХА,д^,^ + Л,' ”' " ՝А,д^>՜ '՜ А, да, R.՛3. Асимптотический метод. 11редиолагается, что толщина оболочки малапо ср< внению с характерными радиусами кривизны срединной поверхности оболочки будем исходить из следующей основной концепции [8-10]: в статическом случае общее НДС тонкого трехмерного тела, образующего оболочку, состоит из внутреннего НДС, охватывающего всю оболочку, и погранслоев, локализующихся вблизи поверхности края оболочки Е. При определении как внутреннего, так и краевого НДС, оболочки большую роль играют значения физических констант микрополярного материала оболочки С этой точки зрения введем следующие безразмерные физические параметры:

а ,3 7 €
д’ Й^' Й^' 1ЙЙ (3.1)где R — некоторый характерный радиус кривизны срединной поверхности оболочки. ) \ ,<.?1 ... гДля построения внутренней задачи введем новые независимые переменные. положив [8] а. = ЛА՜^., а3 = /?А-'С (3.2)Здесь р, I — целые числа, удовлетворяющие неравенствам I > р > О, А — большой постоянный безразмерный геометрический параметр, определимый формулой Л = ИХ՜1. Согласно асимптотическому методу наша цель при построении внузренней задачи будет заключаться в том, чтобы прибллженно свести трехмерные (с независимыми переменными уравнения микрополярной теории упругости к двумерным уравнениям (с независимыми переменными £։ и £а).Обращаясь к изучению краевых микрополярных упругих явлений, будем снова отправляться от уравнений трехмерной несимметричной теории упругости (2 2)-(2.3). Будем считать, что поверхность края оболочки 52, вблизи которого надо исследовать напряженное состояние, задается уравнением = ою, и введем замену независимых переменных по формулам [8]:

~ = RX 1£\, 012 = /?А р%2, а3 = ЛА (3.3)где величины Я,Х,1,р имеют тот же смысл, что и при изучении внутренней задачи Будем требовать, чтобы решение погранслойной задачи при удалении от торца О1 = о10 в глубь трехмерной оболочки имело затухающий характер, и всякий раз получать условия существования такого решения.После построения асимптотических приближений внутренней задачи и задачи пограничного слоя общее НДС в микрополярной оболочке определяется суммой двух указанных задач. Определяя общее НДС в оболочке, 312



можем удовлетворить трехмерным граничным условиям на поверхности края оболочки «1 = аю- Далее, используя условия затухания погранслойного решения, получим отдельные граничные условия на граничном контуре Г срединной поверхности оболочки для внутренней(двумерной) задачи играничные условия на поверхности края оболочки составляющих погранслойной задачи «1 — аю для отдельных
4. Прикладная-двумерная теория микрополярных упругих гонких оболочек с независимыми полями перемещений и вращений. Будем предполагать, что безразмерные физические параметры (3.1) имеют значения

д ’ Я2м ’ Я*д *' Я2ДНа уровне асимптотической точности 0(Ар_/) для величин внутренней задачи в трехмерной области оболочки получим соответствующие асимптотические представления, из которых вытекают следующие качественные результаты: компоненты векторов перемещения и независимого поворота — линейные функции от координаты а3; силовые и моментные напряжения 
(7К, <7,3, '7з։,Мй, Мо, Ма, йз« ~ линейные функции от а3.В описании НДС внутренней задачи остается выяснить роль переменных (аьа2), задающих положение точки на срединной поверхности оболочки. С этой точки зрения целесообразно введение вместо силовых и моментных напряжений статически эквивалентных им усилий и моментов:л ь

Та = /(14֊ а3/Я)ап&>3։ *$»; = /(14֊ оз/Я^/аз,
—к 

и
Си = - / (1 4- аз/Н])а„аз(1аз,

-н л//м =/(14֊ оз/^)<7уаз^з, Л» =/(14՜ <*з/Я;)рп</аз.-л ֊* (4.2)Л
Ы] = /(14- аз/К^РчЛаз, 

֊/> л лМз = ֊ / (1 + аз/Я))^аз, Лз = - / (1 + °з/ -Ь -,։лЬзз = / (1 4- оз//?1)(1 4- а3/^2)^зз^з--ьИспользуем также понятия перемещений и поворотов точек < редин ним поверхности оболочки и»,и>,П,,Пз-Здесь как главный результат на уровне асимптотической к 
О(Хр~1} приведем основную систему уравнении внутренней систему уравнений прикладной-двумерной теории микропохчрных с независимыми полями перемещений и вращении.313



уравнения равновесия:

соотношения упругости:
(4.3)

2Е/11 — р2 |г„ + 51; = 2/г[(р 4֊ а)Г0- + (р - а)Гл|,
= _2Л^ГЙ ֊ 

а 4֊ ц а + ц

= и + ££хя] - ^(т3+ - т3),
• ■= 2Л[(7 + е)хо + (7 - е)Хл];£<з = ֊2Л^֊,Ъз 4- ^֊Ьз<, где ^зt = - д՜), £3, = - т՜);1еометрические соотношения:

А, да.
1 д£13

Х'3 = ~՝А>'д^1 ди. 
~А.да. и, - и՝ 1 ди.А, да,

1 дА.А,А; да}
(4-5)

А, да.
1 дА.

А.А} да}
93 _ 1 1 ЭА.■ ? Н,’ х‘>-Л, да, А,А, да,Изучая погранслой при условии (4.1), получим, что на уровне асимптотической точности микрополярный погранслой имеет четыре составляющие - это плоские и антиплоские силовые и моментные невзаимосвязанныемежду собой погранслой н полуполосе: 0 < < оо, — 1 < С < 1, для которыхполучены соответствующие условия затухания. Изучив задачу сращивания внутренней и погранслойной задач, получим граничные условия построенной двумерной теории: .ал АТц|г= I |г= / Ргб/оз, М3|г= - /

-к -к -н
Л А А^11|г= ) гп^з, £12|г= 7 т^а3, Ь։з|г= - 7

-А -А -А

(4.6)
Таким образом, система двумерных уравнений (4.3)-(4.5) и граничные условия (4.6) определяют математическую модель упругой тонкой микропо- хярной оболочки с независимыми полями перемещений и вращений.
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5. Прикладная-двумерная теория микрополярных упругих тонких оболочек со стесненным вращением. Предположим, что безразмерные физические константы материала оболочки (3.1) теперь представимы в виде
На уровне асимптотической точности О(ХР՜1) получим асимптотические представления для величин внутренней задачи; в данном случае змеем что компоненты вектора вращения в точках срединной поверхностр оболочки выражаются через компоненты вектора перемещения в этих точкех4а уровне асимптотической точности О(ХР՜1) приведем основную систему двумерных уравнений микрополярных оболочек со стесненным вращением: /равнения равновесия:

—1—^Л1(Т _ Т \ ֊1֊ 1 1 дА, / 4 . с л / + -X р.
А, да, А, А, да, 13]) А, да, + А,А; да, + ^13) “ Ц, ) ֊ О,
7и . 121 4 _1_ . Э(Л,ЛЪ)1 , (_+ 4 _ п ($-2)
К, /?2 А,А2 да, да? ^3 + 4.3 ) ~֊ (-1)^0) + - (-П'М - (с„ + (-։УЫ)-

֊ т,&н*+ - НМ-
- Мз + Л(<7,+ ֊4՜) + (-1У(тп՜ + тп՜) = 0;соотношения упругости:

Т„ = + </Гя], Я, = ^[Г,։ + Г2,| + (-1)4(т3+ + т3՜);
= —з^Г}\К" + >'К„],И„ = 5^1*12 + *21) + (->)ЧК”4 ֊ "э՜» + *-зз];= 2Н + £&Хя] + З^Ьзз, Ьц = 2ЛК-Г + е)Хо + (7 ֊ е)х3.|;Ьзз = _ ։) 4Лт(Хп + Хи) ~ ‘Ь^^(тз ~ тз )• >՝^ =геометрические соотношения:
г — ։ ди- । । дл,^, _ ш г _ _ ___ 1 <14^ .
1 « - Л, да, + А, А, да, и3 Я.» 1 •> А, да, А,А, За,Щ'

+ ^7^՛ А =
“ А, да, + А.Ауда, Я.’ А, да. А,А, да,п. = ֊(-!?&. Оз = Иг։։ - Гн).

(5.3)
(5.4)

Построив микрополярный погранслой соответственно елз'чаю (5.11. получив условия затухания и, далее, изучив задачу сращивания . .....................изадачи и погранслоев, определим граничные условия для двумерной нории|5.2)-(5.4):711|г= / Р^«з. Зц|г= / (Ь12-Сп)1г= / (“эр: + т5)а“։:-л "л />~АГ1з 4- ^^(Я|2 ~ М1) |г= / Яз + А?Ж57^°зр2 т1Н •« (5.5)
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( истома двумерных уравнений (5.2)-(5.4) и граничные условия (5.5) определяют математическую модель упругой тонкой микрополярной оболочки со стесненным вращением. ’ ’ ,0. Прнкладная-двумерная теория мнкрополярных оболочек "с малой сдвиговой жесткостью”. Предположим теперь, что физические безразмерные параметры [3.1) представимы в виде:= А֊я^а., ֊[֊ Я2// /?2ЯОпределяя величины для внутренней задачи на уровне асимптотической точности О(ХГ> 1), получим на основе этих данных двумерные уравнения, величины "чисто моментного" происхождения отделяются и образуют отдельную систему уравнений Для "силовой" части задачи получим своеобразную сдвиговую теорию оболочек, в которой углы поворота (сдвиговые деформации) обусловлены "чисто моментной" частью задачи.Сформулируем эти отдельные группы двумерных уравнений.Уравнения "чисто моментной” части задачи мнкрополярных оболочек: '/равнения равновесия:
1 дь. 

А1 да,

....
1

да 2да>

л.л, + + т1 ) (6.2)
соотношения упругости:£„ = 2/1 4֊ = 2/1[(7 + е)Хч + (7 ֊ е)х^];^»з = -2Л^Х13 + ^77^-3., где £3։ = Л(т։+ - тп՜); (6.3)
геометрические соотношения:
= 4 . » _ 01 у. ֊ ____ 1_д41О -V — _3_^01 _ Ох

” Л, да, Л.Л, да,3 Я,’ АМ Л, да, Л,Л, да> ” Х«3 — А. да. R. (64)Уравнения чисто силовой" части задачи мнкрополярных оболочек:'/равнения равновесия:_1— (т _ т \ । ։.4.4, да, V” Ч]) + ~А} да} А՝А} + ) - О’>
I 

Л Аз

1 г՝ \ 1 дн՝>
Л, Л, да. - д; да}

д(л2л,3)•> » ; ■ ^3 ) 

да2 + (<?з+ + 9з՜) = 0; (6.5)л.л^ 4- /»(9. <7.соотношения упругости:Л1 »» 4՜ 5|2 — 821 — 2Лд[Г12 4- Г21], Л,3 = ^շt — 8ЛаГ^<;' 3(1^12 — Н2\ — —ц\К12 4֊ К2} ];
(6.6)
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геометрические соотношения:
Г,։ = ֊Д + (-1)>П,;___ 1—241,, 

А, А, да,"
1 д/1А _ ։а»

Л,А,да,и) R,' (67)
Если коэффициент К/и» будем трактовать как "сдвиговая-мо.менпшя жесткость" оболочки, тогда представленную двумерную теорию (6 21.(6 4, (б.5)-(6.7) с учетом (6.1) можем трактовать как теорию микрэполярных оболе чек "с малой сдвиговой жесткостью".Далее, построив микрополярный погранслой для случая (6 1) и изучив задачу сращивания внутренней задачи и погранслоя. получим соогветствую- щие граничные условия для двумерной теории (6.2)-(6.4),(6.5)-(6 7):ь к

. Г I
Ь ||г~ / т,*^«з» Ь1з|г= — / тпзб/аз —-л -и 7֊£ 1 0 ?

~еТ2д^]а^^ (68)
л л>2|р= I Рг^з» Сц|г= - / а3р"<1а3‘-л -к

„ к (69)
= / Рз<1а3 + / азр^Лозг -л -лТаким образом, двумерные уравнения |6.2)-(6 4),(6.5)-(6 7) и граничныеусловия (6.8),(6.9) определяют математическую модель микрополяр ։ых оболочек с "малой сдвиговой жесткостью".

Гюмрийский педагогический институт им М Налбандяна
Член-корреспондент НАН РА С. О. СаркисянОбщая теория микрополярных упругих тонких оболочекНа основе трехмерной несимметричной (моментной, микрополярной) теории упругости при помощи сингулярно-возмущенного асимптотического метода построена прикладная-двумерная теория микрополярных тонких оболочекСоответственно трем различным значениям безразмерных физических па раметэов построены прикладные-двумерные теории микрополярных оболочек свободным вращением; со стесненным вращением; "с малой сдвиговой ж чткостью
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XX ԳԱՍ թ։լթակից անդամ Ս. Հ. Սարգսյան

Ս իկրոպււլյար առաձգական բարակ թաղանթների րնղհանւււր տեսություն

Առաձգականության ոչ սիմետրիկ (մոմեևգւային. միկրոպպյար) եռաչափ տեսության 

հիման վրա սինգուլյար-գրգոող ասիմպտոտիկ մեթոդի օգնությամբ կառուցված է միկրոպոլյար 

բարակ թաղանթների կիրառական-երկչափ տեսությունը:

Անչափ ֆիզիկական պարամետրերի երեր տարրեր արժեքներին համապատասխան 
կառուցված են անկախ պտույտներով, կաշկանդված պտույտներով եւ «փոքր սահրային 
գոշտո թյան» միկրոպոլյար թադաևթի կիրառական երկչափ տեսությունները:

Correspond»*^ Member of NAS RA S. H. SargsyanThe General Theory of Micropolar Thin Elastic ShellsOn the basis of three-dimensional asymmetrical (momental, micropolar) theory of elasticity, with the help of singularly-disturbed asymptotic method the applied-two- dimensional theory of micropolar thin shells is constructed.Depending on values of dimensionless physical parameters, the applied-two- dimensional theory of micropolar shells with independent fields of transition and rotations; he applied-two-dimensional theory of micropolar plates with the constraint rotation and the applied-two-dimensional theory of micropolar plates "with small shift rigidity" are constrjcted. ՛
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