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Задача существования селекций мультиотображений, обладающих опре­деленными свойствами, весьма интересна и находит разнообразные приложе­ния то многих областях математики В частности, задача о существовании непрерывного сечения мультиотображения, восходящая к классической те­орем։? Э. Майкла [1], получила в дальнейшем широкое развитие и нашла многочисленные приложения. Отметим лишь обзор (2), монографии (3.4), специально посвященные этому вопросу, а также работы (5-8). Однако во всех этих работах предполагается, что мультиотображения имеют выпуклые значения и пространства определения отображений являются паракомпакт- ными.3 настоящей работе рассматриваются мультиотображения с невыпук.\ы- ми значениями. С помощью однозначных аппроксимаций характеризчьися мультиотображения со звездными значениями, а также отображения, удов­летворяющие условию выпуклости с некоторой конетантой (8|. В рабою установлены следующие результаты:а) введено понятие относительно крайней точки для звездных множес ։в Обсуждаются связи между звездными множествами и липшицевыми фчнкци ями;
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б) рассматривается вопрос о существовании непрерывных селекций му хьтиотображения со звездными значениями. Доказано, что любое изме­римое сечение можно аппроксимировать в смысле сходимости псчти всюду последовательностью непрерывных селекций;с) доказываются теоремы существования непрерывных и гладких се-хекций дхя некоторых классов многозначных отображений со звездными значениями представляющие собой варианты теоремы Э. Майкла.Звездные множества и липшицевы функции. Пусть X — линейноепространство и Л/ С X. Положим ЛГ° = {т € ЛУ/У։/ € Л/, Ау + (1-А)т € Л/.О < А < 1} Подмножество Л/° С М называется ядром множества А/. Если Л/° 0, томножество \! называется звездным. Нетрудно показать, что М° — выпуклое множество. Очевидно, что если М — выпуклое множество, то М° = М. Если отрезок [х, т/1 С Л/, то будем говорить, что точка у видна из х. Очевидно, чю если уо € Л/°, то по определению из уо видны все точки множества Л/.Положим £.|д?0: А) = и А(х0 - Л/°).л>оОпределение 1.1. Точка х0 € М называется крайней точкой М 
относительно Ма, если (х0 + Л/0)) П М = {х0}.Геометрически это означает, что конус хо + Цхо: Л) «опирает» множество 
М с внешней стороны в точке т0. Справедхивы следующие утверждения.Теорема 1.1. Пусть X — банахово пространство и М С X -- звездное 
замкнутое ограниченное множество такое, что М М°. Тогда V имеет 
крайнюю точку относительноТеорема 1.2. Пусть М С Ип - компактное звездное множество и из 
точкь уо е М видны все крайние точки множества М относительно М°. Тогда .Уо€Л^°.Теорема 1.3. Пусть функция /(х) липшицева на замкнутой выпуклой 
окрестности и(х0) точки х0 € R”. Тогда М = ерг(р) = {(р, х)/х е (/(х0),р > 
/{г. } - звездное множество и при некотором р и для всех х € (/(.со) (р.х) € АГ'. Наоборот, если /(х) — непрерывная функция, определенная в некоторой 
окрестности Г(х0) точки х0 такая, что при некотором р и для веек х € (/(т0) 
'р- х) А/0, то / липшицева в некоторой окрестности У(х0) С £/(хо) точки х0.2. О непрерывных и гладких селекциях многозначных отображений со звездными значениями. Пусть X — хаусдорфово топологическое, а У — банах эво пространство и а : X —* 2У многозначное отображение. Пусть ве(0) С ՝ — открытый шар радиуса € с центром в точке 0. Напомним следующие определения из [5]Определение 2.1. Селекцией для многозначного отображения а : Л' —* 2У 
называется однозначное отображение у : X —> У такое, что у(х) С а(х) Чх 6 
X. ■
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Определение 2.2. Будем говорить, что многозначное отображение а 
X - :Г полунепрерывно снизу в х0, если для любого е > 0 существует такая 
окрестность £/(х0) точки х0, что а(х0) С а(х) + Вс(0) Ут € (/(з֊0|.Определение 2.3. Будем говорить, что многозначное отображение а 
X - 2Г полунепрерывно сверху в х0, если для любого с > 0 существует такая 
окрестность П(х0) точки х0, что а(т) С а(х0) 4- Ве(б) Ух е £/(х0)- 
Многозначное отображение называется непрерывным в х0, если оно одновре­
менно полунепрерывно снизу и сверху в х0.Определение 2.4. Пусть X — метрическое пространство. Будем 
говорить, что многозначное отображение а удовлетворяет условию Липшица 
на множестве Е С X, если существует число Б > 0 такое, что аи։| С а(т2) - Бс1(х},Х2)В1(0) Ух^х^ € Е.Справедлива следующая теорема о существовании непрерывных селек­ций для многозначных отображений с выпуклыми значениями без предполо­жения паракомпактности пространства X. Отметим, что условие- параком­пактности существенно в классической теореме Э. Майкла.Теорема 2.1. Пусть X — хаусдорфово топологическое, а У — сепара­
бельное рефлексивное банахово пространство; многозначное отображение а 
X —♦ 2У непрерывно. Пусть далее для каждого х множество а(т) — выпуклый 
компакт. Тогда отображение а допускает непрерывную селекцию.В следующей теореме доказано, что для некоторых классов многознач­ных отображений со звездными значениями существуют гладкие селекцииТеорема 2.2. Пусть: 1) Е - [хо, ^11 — отрезок из R , а : £ — 2Л -
полунепрерывное снизу отображение со звездными замкнутыми значениями; 
2) отображение а0 : Е —♦ 2Я" также полунепрерывно снизу; 3) М - звездное 
замкнутое множество такое, что для любого х € [х0. £1] о°(х)ПЛ/1' / 0. Тогда
существует счетное число гладких селекций {г/,(т)} эо
таких, что а(х) А М = IJ у,(т)Ух € Е.

отображения а О Л/
Доказательство. Предварительно покажем , что существует липшицево отображение D(x) такое, что £)(х) € int о°(х) А Л/°Ух € Е. Пусть их € mt о°(;:) А Л/°. Тогда из точечной непрерывности отображения а следует , что существует окрестность U(x) точки х такая , что их Е inta°(z) А АГ VI Е ( (i Семейство {Ux}xce открытых окрестностей покрывает компактное множен гво 

Е. Следовательно, существует конечное множество открытых окрес гноен и< которое также покрывает множество Е. Пусть точки u, и 1.2. ■ .п 1такие, что и, Е int а°(х) А Л/° Ух € 1Цг = 1,2.........Определим функции следующим образом #։(х)
п Эти функции непрерывны, поскольку
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функции расстоянии £ \ [/,) удовлетворяют условию Липшица по х. пСледовательно, функция 1)(х) = £ Л,(х)и„ х 6 Е, непрерывна и А,(х) = О, 1=1 •если П։. Так как и, € нН а°(х)ПМ° при х € 1Ц, то О(х) Е Ы а°(х)Г1 Л/° Ух Е Е. Покажем, чго [) удовлетворяет условию Липшица на компакте Е. Для этого достаточно показать, что функция А,(х) = в}(х)/0(х) удовлетворяет условиюЛипшица Так как функция расстояния г/(х, Е \ удовлетворяет условию Липшица с константой 1, то и функции 0\(х) - пнп{ 1,с!(Е\и,)}, 0(х) == 221е/0,(х) также удовлетворяют этому условию. Так как Е — компакт и 0(х) >07хе Е, то ш = гшп0(х) > 0. Положим С։ = тахтахО^х), С2 = тах0(х). Пусть •€/ х€£7 хСЕ . *,„12 е Е. Имеем |А,(х1) - А,(га)| = |^֊^| = || < ^(1»(12)| ■ |0.(Х1) ֊ 0.(и)| + |в.(х2)| • |0(*1) ֊ 0(*2)|) < ^<1(11,"аким образом, однозначное отображение £)(х) = £1€/Х^х)^, удов­летворяет условию Липшица. Пусть теперь й Е т1а(7) П М. Тогда существует число 6 > 0 такое, что й Е mt а(х) Vx Е Ва(х). Положим \( r i d(x.E \ int B6(x))/(d(x, Е \ int (х)) 4֊ d(x, Bj/2(x))). Можно показать, что функция А(х) также удовлетворяет условию Липшица на Е. Очевидно, что Л т) = 1 для х Е В6/2{х), А(х) = 0 при х intB$(x) и 0 < А(х) < 1. Отсюда следует, что функция у(х) = Х(х)й + (1 - А(х))£)(х) удовлетворяет услов но Липшица и у(х) е а(х) П М, у(т) = и. Рассмотрим сглаженные афункции следующего вида: у(х,а) = / у(х 4֊ t}dt. Известно, что если—а • i t ( |//(/) — липшицева функция, то у(х,а) сходится к у(х) равномерно при а —»0. Поэтому последовательность непрерывно-дифференцируемых функций
// г.п) = Х(х.а)й 4֊ (1 - А(х, а))Р(х, а) равномерно сходится к у(х) в области 
Е. Дглее, поскольку П(х) Е 1Ша°(1г) для любого х Е Е, то существует такое число е > (I, что О(х) 4- Ве(0) Е а°(х). В самом деле, согласно поточечной непрерывности а0 для любого х Е Е существуют число еж > 0 и окрестность Г, точки х такие, что Р(х) 4- Н,։(0) С а°(х') Ух' Е Ух. Семейство {(/х}геЕ ггих окрестностей покрывает компактное множество Е. Следовательно, из него можно выделить конечное подпокрытие {ГЛ}։е/- Положим с = пйп?,. Тогда очевидно, что £>(т) 4֊ Ве(0) С а°(х) Ух Е Е. Так как О(х, о) —» О(х) равномерно при а —» 0, то при достаточно малых о и для всех х Е Е имеем 
О(х.а) Е О(х) 4֊ #е(0). Значит, О(х, а) Е а°(т) для малых а > 0. Далее, поскодьку /4|х, а) Е Л/° и й Е Л/, то Н{х,а) Е Л/ Поэтому Н(х.сх) Е а(х) П М Заметим также, что если |и| < то у(х 4- и) = у. Следовательно, для доста точно малых о > 0 Н(х, а) — у. Множество всех гладких селекций отображения а(х)ПЛ/ обозначим через О. Так как х и й — произвольные точки множеств Е и 1п1а(х) Г| Л/, соответственно, и так как ։п1а(х) П М =■ а(х) П М, то пИ а(х) П Л/ С {у(х)/у Е $} С а(х) П М Ух Е Е. Поэтому множество304



{//(֊г)/7 € } всюду плотно в а(х)ГШ для всех х € Е. Но тогда подмножество 3 из (. (^.) содержи! счетное всюду плотное подмножество {у\.у^ .}. Гаккак множество {$/(х)/|/ € 3} всюду плотно в а(х) П Л/ для всех г с Е. то {1/։(х),1/2(*)»--} также всюду плотно в а(х) П Л/ для всех х е Е. Теорема доказана.Теорема 2.3. Пусть А — [xq,xj — отрезок из IV; отображение а Е —* 2« со звездными компактными значениями липшицево на Е. Пусть далее 
отображение а(> : Е ֊♦ 2/г непрерывно и для любого х е Е inta°(x) Z 0. Тогда 
существует счетное число гладких селекций {j/։(x)}~j отображении а таких.ООчто aix) = (J у,(г) и градиенты этих селекций равномерно ограничены. I—-13. Непрерывные и измеримые селекции многозначных отображений со звездными значениями. Здесь предполагается, что Y = Rn.Определение 3.1(5]. Пусть X — метрическое пространство. \Х.У\ц 
— положительное, конечное и регулярное пространство с мерой р. Много­
значное отображение а : X —» 2К называется р-измеримым, если для любого 
открытого множества С из /Г множество {х € Л' : а(х) ПС 0} р-измеримо.Следующий результат аналогичен теореме Кастена[51 о представлении измеримых замкнутозначных отображений Однако здесь замкнутость значений мультиотображений не предполагается.Теорема 3.1. Пусть X — компактное метрическое пространство; 
отображение а : X —* 2Rn со звездными ограниченными значениями р- 
измеримо. Предположим, что для каждого xinta°(x) 0. Тогда существует 
такое счетное семейство {у\,у2,...} р-измеримых селекций а. что можество ООU всюду плотно в а(х) для р — почти всех х € X.I С праведливы следующие теоремы о существовании непрерывных селек­ций д/я некоторых классов мультиотображений с невыпуклыми значениямиТеорема 3.2. Пусть X — метрическое пространство, отображения а 
X -» 2Y, а° : X —* 2У полунепрерывны снизу. Пусть далее множества а(х) 
компактны и inta°(x) / 0 для любого х Е X. Тогда для любых точек tq Е Л, 
Уо Е a(io) существует такая непрерывная селекция у : X —* V отображения а, 
что y(xQ) - у0.Доказательство. Покажем сперва, что отображение а точечно непрерыв но. Пусть у Е ini а(хо) и у Е int«°(xo). Поскольку многозначное отображение а°(х) точечно непрерывно [5], то существуют е > 0 и окрестноеib I и՝о такие, что B(j/.c) С а°(х) Vx € U(xQ). Тогда на границе множества а(х0) существует такая точка хо, что у € int А'(го), I֊Ae K(zq) =■ {у/У - ^го + U " u - /<(17), 3 < А < 1}. Так как х0 € а(х0) и а полунепрерывно снизу, то для любой окрестности V (го) точки zq существует такая окрестность I iUo) (= 1
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точки т0, что а(т) О У(*о) 0. С другой стороны, поскольку многозначноеотображение г —♦ К (г) с выпуклыми значениями точечно непрерывно, то существуют д' > 0 и окрестность С У(г0) такие, что Ц$(,7) С Л'(г) V; е И1(*о). Но, если г € а(т) А Ц(г0), то В6(у) С Л'(г) С а(т) Ух € ^1(х0). 11так, показано, что отображение а точечно непрерывно. Поэтому /ля любого V 6 пн существуют такие окрестности иу(х), что У(у) С а(а/), Ут' € £у(т). Пусть 1’у -- О иу(х). Система {1ту}Уеу открытых множеств образует хел' ՝ ՛ Ж иИНоткрытое покрытие пространства X. Пусть {Ск };е./ — локальное конечное подпокрытие этого покрытия. Рассмотрим {р^, — разбиение единицы,соответствующее покрытию {1/у и определим непрерывное отображение 
И . X —* У следующим образом: Р(т) = рУ}(х)уг Определим также мульт ^отображение 6(х) = {у/у — Хуо + (1 - Л)Р(т), 0 < А < 1}. Очевидно, что оно полунепрерывно снизу и для любого х имеет место включение: 0 € пП(а°(г -6(г)). Тогда по теореме 1.3.2 [7] многозначное отображение а Аб с выпуклыми замкнутыми значениями полунепрерывно снизу, и поэтому по теореме Э Майкла через точку (х0,у0), уо е а(хо)б!б(хо) проходит непрерывная селекция отображения я Аб. Ясно также, что это будет искомым сечением.1еорема 3.3. Пусть X — компактное метрическое пространство, 
отображение а удовлетворяет всем требованиям теоремы 3.2. Тогда, если 
т(х) измеримая и ограниченная селекция отображения а, то существует 
последовательность непрерывных селекций, сходящаяся почти
всюду к т(х). ‘ ХЛОдним из важных предположенний предыдущих теорем является ус­ловие непрерывности ядер рассматриваемых отображений. Существуют примеры, показывающие, что отображения со звездными компактными значениями непрерывны, но ядра их не являются непрерывными ото бра- жени> ми Однако, если мультиотображение со звездными значениями удовлетворяет и условию выпуклости с некоторой константой [8], то из его непрерывности следует непрерывность ядра.Определение 3.2(8]. Множество М С /?п удовлетворяет условию 
выпуклости с константой 0, если для любых у։ € Л/, А, > 0, 2 е / (I — конечное 
множество индексов) таких, что £2 А, = 1, выполняется £2 А,у, € М Ч-0г2В\(0). <€/ »е/
где г = шах Цу, - уу||. 1Справедлива следующаяТеорема 3.4. Пусть о : X —* 2У — мультиотображение со звездными 
и компактными значениями. Пусть далее для любого х множество а(.с) 
компа <тно и удовлетворяет условию выпуклости с некоторой константой 6 г) и г) = 8пр0(т) < 4֊ ос. Тогда, если а непрерывно в некоторой точке и х(Х ДОЧИ! МхИЛЯ306



)Ы и°(го) # 0. ™ мулыпиотображение а» ; X -֊, 2У непрерывно вПолученные результаты предыдущих теорем можно применить к задаче управляемости с переменной областью управления. Рассмотрим линейную управляемую систему - = Ах + и. х(,о) = 0. и(<) 6 а(։). Здрсь _ мультиотображение, Д(п х п) - матрицаМножеством достижимости назовем множество всех точекпространства Я", в которые можно перейти на отрезке времени £ ֊ |(о,(,| по решениям системы из начального состояния при всевозможных непрерывных управлениях и(0 е а(1). Аналогично определяется множество достижимости Л'£[<0,(|| при предположении, что допустимыми управлениями являются всевозможные измеримые селекции отображения а. Используя результаты теорем 3.3 и 3.4, можно доказать следующее утверждениеТеорема 3.5. Пусть а : Е -> 2Н՞ - непрерывное мультиотображение 
с компактными звездными значениями такое, что существует число е0 > О такое, что Д։(0) С т1 а°(«) для всех ( е Е. мультиотображение аа ■ 
Е -> 2" непрерывно; существует такой вектор и е Я£о(0). что векторы 

............Л" линейно независимы. Тогда множество Кя^.Ц] выпуклое и такое, что 0 € Ян|«0,(1| и Яя[<о.(|] = #£,[<։>,«1].
Ереванский государственный университет 
с-таП: protectdrive@gmail.com

Р. А. Хачатрян

О звездных множествах и селекциях мультнотображенин со звездными 
значениями

Рассматривается вопрос о существовании непрерывного сечения многозначных 
отобргжений со звездными значениями, а также об аппроксимации измеримых 
сечет й в смысле сходимости почти всюду последовательностью непрерывных 
селекиий.

(к Ս. Խաչատրյան

Աստդաձև рսւգմությունների 1ւ աստղաձև արժեքներով բազմարժեք 
արտապատկերումների սեյեկցիաների մասին

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է անընդհատ սելեկցիաների գոյությունլ աստղաձեւ 
արժեքներով րացմարժեր ֆունկցիաներում: Դիցւարկվում է նաեւ չափելի ճյուղերի մոտարկման 

հարցը անընդհատ սելեկցիաների միջոցով: 307



R. A. Khachatryan

About Star Like Sets and Selections of Multivalued Mappings with Star Like Values

1'he existance of continuous sections of multivalued mappings with star like values 
is investigated The question of approximation of measurable selections with a sequence 
of continuous selections is investigated as well.
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