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L Введение. Семейство регулярных гипергеометрических распределе­ний {р„} _ Г(<7֊р1)Г(д-р2) 'т-г (Р1 4 к)(р2 4֊ к) 19 .I (<?-р1 -Р2)Г(9)где Г') — гамма-фунцкия Эйлера, введено в [1]. с. 161-173 (см также (2]| Найдены: производящая функция, факториальные моменты, доказано пра­вильное изменение с показателем (—р), гдер = 0 1 ֊Р! - Р2 € (1, 4֊оо);устанэвлено, что {рп} убывает, лог-вогнуто и унимодально с модой ро приnnn(pi,p2) < 1.
(2)
(3)Свойства МОНОТОННОСТИ И лог-выпуклости/лог-вогнутости {рп} при Р\ > 1, р2 > 1 обсуждены в [3].Определение I. Пусть {сп} ~ последовательность положительны х чисел.

(1) {с,,} выпукла (вогнута) для индекса п, если еп+2 ~ £»»+1 < (>)-п+1 - ֊п-
(2) {сТ} лог-выпукла (лог-вогнута) для индекса п, если (сп/^п+С < (>)(^п+1/гп-:: ■Лемма 1. На массиве индексов п — п, п 4- 1»... ,п выпуклость { „} влечет 
лог-выпуклость {спЬ лог-вогнутость {сп} влечет вогнутость {сп}-
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Доказательство. {сп} состоит из не более чем счетного числа моно­тонных кусков. Без ограничения общности считаем, что на каждом куске (массиве индексов) {сп} строго монотонно. Докажем лемму 1 на массиве с возрастающей {еп} Случаи убывания {сп} доказывается аналогично.Если на заданном массиве {сп} выпукла, то
(' п+1/^п) > 1»

£п+1

с пДопустим, что {сл} лVI по из массива не является лог-вынуклой, т.е.
(5)Из первого неравенства в (4) для п0 и из (5) получаем

что противоречит второму неравенству в (4).Если на заданном массиве {еп} лог-вогнута, то (сп+1/гп) > 1 и (еп+2/сп+1)- 1 > (^»»1Ат։) —1 > ЧТО после перемножения неравенств дает £п+2-£п+1 > £п+1—еп.По лемме 1, существование пары «выпуклость и лог-вогнутость» для индекса п невозможно. Возможность сосуществования пары «во'нутость и лог-выпуклость» доказана в [4], с. 61-62.По лемме 1, {рп} при условии (3) будучи лог-вогнутым вогнутс.Цель настоящей статьи заключается в изучении свойств монотонности и двух типов выпуклости/вогнутости распределений (1). В силу вышесказанного изучению подлежит случай р։ > 1, р2 > 1. При этом найдется натуральное п0 = 0 1.2.... такое, что
пор < (Р։ ֊ 1 ){Р2 - 1) < (по + 1)р. (6)2. Монотонность. Число п0 в (6) имеет определенный смысл.Теорема 1. /. Если (Д - 1)(р2 ֊ 1) < р, тпо {рп} убывает.

2 Если выполнено (6) со строгим неравенством, с по > 0, то 
{ри} убывает при п = п0. по + 1, • • • , возрастает при п = 0,1,... ,п0.Доказательство основано на формуле (см. (1))

Рп+1=Рг.тп, где тп = Ф- + П\ п = 0,1,2........... (7)1 +п я + пВ силу (2) эквивалентны неравенства
Д Р2 > (<)(=)<? и (Р1 - 1)(Р2 - 1) > (<)(=)р. (8)
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с помощью 17) легко проверяется неравенствоРп+1 , р---  = 1------4֊ г'Рп д + п п = 0,1,2,... ,где т'п = (1+пКд+п) ■Случай Р1 — 1 (или рз _ 1) с заменой д на д 4- 1 приводит к изученному распределению Уорринга (см . (1]) и исключается из рассмотренияI. В силу (8) 0 > р։7>2 ֊ д - (д 4- 1 ֊ р։ - р2) = (р։ 4֊ п)(р2 + п) - (1 + п)(д + п) при п = 0,1,2,..., или тп < 1. Это из-за (7) означает Ро > Р1 > Р2 > ... .2. Запишем (9) в виде = 1 - ■ ' ' {(1 + „)р_ _ 1)(^ _ 1)}> чтоЛ 1 । 11 ({ т г /по (6). влечет > 1 п₽и " = °. *............."о ֊ 1.Рп (<1 при п = по,по 4-1,... .Замечание 1. В случае равенства справа в (6) с > 0 утверждения теоремы 1 сохраняются, разве лишь рГ10 = р^+ь3. Лог-выпуклость/лог-вогнутость. Вначале рассмотрению подхежит случай е<= 1(р, - 1)(р, - 1) - 1 < о, р, > 1, рг > 1. (Ю)Покажем, что при условии (10): {рл} либо лог-вогнуто; либо найдется индекс П1 > 0 такой, что {рп} лог-выпукло при п - 0,1,... ,п։ - 1, лог-вогнуто при П = ПьП! 4- 1,....3 силу (9) последовательность {т'} состоит из положительных членов Основной член формулы (9) — последовательность {1 - (р/(д4֊г։))} возрастает и вогнута, а {тл} убывает и Пт г' = 0. Очевидно «непродолжительное» п—•4’00воздействие {т^} на {рп+1/рп}. Этим и обосновано наличие не более чем двух куске в графика последовательности {рл+1/рп}, последний из которых явяется выпуклым.Условие (10) эквивалентно условию рьр> < д, р[ > 1, р? > 1, *то следует из (8;. Согласно (7) т0 = 1 - 2—4- г-1֊. По этол формулед 2(д+!)возможно показать, что все ситуации, связанные с графиком {рп-н/Рп}. могут осуществиться, т.е. т0 > 0, т0 < 0, т0 = 0.Примеры. Пусть Р1 = 1, ро = 2, д = 4, р = 1.5. Тогда т0 = ^ > 0.Пусть р1 = 1.5, Р2 = 4, д = 7, р = 2.5 Тогда т0 = < 0.Пусть Р1 = 2, ро - 2, д = 5, р = 2 Тогда т0 = 0.Так как т0 — непрерывная относительно р\ функция, то в первсм примере можно взять р] «незначительно» больше единицы и получить т0 > (I.Ниже мы имеем дело с условиемр։ > 1. Р2 > 1,
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выполненным (6) с п0 >0.Пусть п0 > 0. Согласно (6) и (11), п0 - 1 < е < п0. Обозначим/ = (е + 1)(р + рт + рз), <1 =е + \/е2 4֊ / ֊ 1, п։ = [<1], (12)где .г есть целая часть числа г > 0. Из (10) и (11) легко выводится, что > п0. Равенство может иметь место лишь при по = 1. , ,Теорема 2. При условии (11) с п0 > 0 {рп} лог-выпукло при п = 0,1...........
лог-вс 'Гнуто при п = пг + 1, гц + 2,..., где гц равно гц — 1 или п\, а тц дано в (12).Доказательство. Мы покажем, что {рп} лог-выпукло при п = 0,1,... ,Й1 ֊ 1, лог вогнуто при п - П1 + 1,п։ 4-2,........... Хинейный случай интерпретируем либокак лог-выпуклый, либо как лог-вогнутый при р^1 = Рй։+1 Мя индекса гц.Введем следующий непрерывный аналог последовательности:

= 1 ֊ (р։-1)(Р2֊1) < € [0, 4֊оо). (13)
Дифференцируя д(С) и приравнивая к нулю, получаем квадратное уравнение г-1 - 2< £ — (/ - 1) = 0. из корней которого лишь (см. 12) положителен.Проверяется, что9'(0) = ֊{р - (« + 1)(р։ ֊ 1)(Й ֊ 1)} < ±{Р ֊ (« + 1)Р} = ֊֊ < 0, 

д ч чгде использовано первое неравенство в (10). Следовательно, д(С) убывает в [ОД]), возрастает в (£1։ +эо). Тогда {рп+1/рп} убывает при п = 0,1,... ,пх - 1; лог- вопгуго при п — П14-1. П1+2,.... Значит. {рп} лог-выпукло при п = 0,1,... , п։ —1, ЛОГ-вогнуто при п = П} 4֊ 1, П1 4- 2,.... ’’ $Осталось рассмотреть случай индекса щ. Проверяем значенгя рй1 + ։/Рп։ и р, ^)/рП]+{. Если первое больше второго, то {рп} лог-выпукло для индекса щ. В противном случае {рп} лог-вогнуто для индекса щ. Оба случая ле меняют структуру графика {1о&рп}. Он образован из двух кусков.Вспомогательные леммы. В силу торемы 2 и леммы 1 {рп} вогнуто для индексов п - П1 4֊ 1, п։ 4֊ 2,.... Так что проблему выпуклости/вогнутости {рп} осталось решить для индексов п = 0,1,... ,П1 при условии (11).Обозначим 1 Г (Р1 ֊ 1)(Р2 ֊ 1) 
д 4- п [ 1 4- п (14)

При по > 2 из (14) имеем Ьп >Далее, пусть (пр - п - 1)р (1 4-п)(д + п) > 0 мя п = 0,1,... . по - 2.
Кп — —при П — П.0 4- 1, . . . . (15)

296



Тогда hn >
(n - n0)p(J 4- n)(q 4- n) > 0 при n = n0, n<j 4֊ 1,....Лемма 2. Пусть выполнено условие (11). Тогда

Рп+2 Рп+1

Рп + 1 ~ Рп

Рп + \ ~ Рп+2

Рп ~ Рп+1

п 0,1,... , По 2, по > 2, п = п0, по 4- 1,... . (16)
Доказательство. Произведем выкладки с учетом (7)
Используя (14) и (15), получаем п = 0.1,2... .

Рп+2 — Рп-н 

Рп+1 ~ Рп 

Рп4 1 ~ Рп+2

Рп Рп+1

Рп + 1 ^п + 1 

Рп
Рп+1 hn+i

Рп К ’

п = 0,1.......... по ֊ 2, по > 2,п = по, по 4֊ 1,... . (17)
Сравнивая {рп+\/рп} из (9) и {/1п}, {Ап} из (14) и (15), заключаем, что (рп+1/рп) = 1 4- /гп при п = 0,1,... ,по ֊ 2,По > 2 и (рп+։/рп) = 1 ~ при п = П(., по 4՜ 1,... , П\.Отсюда и из (17) следует (16).Лемма 3. Пусть выполнено условие (11). Тогда {И^} убывает и вогнуто 

при п = 0,1,... , по — 2, п0 > 2, {Лп} возрастает и выпукло при п = п0,п0 + 1.......... П1 - 1.Доказательство. Рассмотрим непрерывные аналоги /г(<) = д(1) - 1 и Ь(1) ж1 -<;(.), 1 е [0, 4-оо) последовательностей {Ьп} и {Нп}, где д(Г) задано формулой (13). АИз свойств д(1) следует, что: К(1) убывает на [О.п0 - 1), п0 > О, Л(0 возрастает на |п0, п։|. Далее, легко видеть, что|/t(0 4- (Pi ~ 1)(Р2 ֊1)1(1 + 02 /Функции (l/(q 4- <)) и (pi - 1)(рг - 1)/( 1 + О2 убывают на [0, +ое Поэтому с учетом монотонности h(t) и h.(t) заключаем, что: h'(t) возрастает на [О,по~ 1 , по > 0, A'(t) убывает на [no, nJ. Из вышесказанного вытекает лемма 3.Из лемм 2 и 3 вытекаетСледствие 1. Пусть выполнено условие (11). Тогда: для выпуклости(вогнутости) {рп} при п = 0,1,... , п0 — 2, по > 2 необходимо и достаточно1^г» +1 (18)
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для выпуклости (вогнутости) {рп} при п = По,По 4- 1...........П1 - 1 необходимо идостаточно 1 1
^П+1

(19)
5. Выну клость/вогнутость. Сформулируем основной результат работыТеорема 3. Пусть выполнено условие (11).
(а) Если ?го = 0, то либо {рп} вогнуто, либо найдется п2, п0 < П2 < п։ 

такое, что {рп} выпукло при п = 0,1,... ,п2 - 1, вогнуто при п = п2,п2 4- 1..........(6) Если п0 = I, то имеет место вторая ситуация в (а).
(В) Если п.о > 2, то либо осуществляется вторая ситуация в (а), либо 

найдутся индексы п2, 0 < п2 < п0 — 2 и п3, п3 > п2 4- 1 такие, что {рп} вогнуто 
при п = 0,1 ... , п2, выпукло при п — п2 4- 1,п2 4- 2,... ,п3 ֊ 1, вогнуто при п = н3,пз 4֊ 1.......... I 'Я Е. ||

Таким образом, график {рп} 
вогнутых кусков.Доказательство. Из условия

состоит из не более чем трех выпуклых/

(6), обозначения (10) имеем
е ֊ п > 0 при
е - п < 0 при п = 0,1,... ,п0 - 1,п0 > О,

п — По, По 4- (20)
Нетрудно вычислениями проверить, что неравенство (18) экгивалентно неравенству г

Р<(>)Л <1еГ (1 4 п)(д 4- п)(е — (1 4֊ п))(е — п) <7 4- 2п 4- 1е - (1 4֊ п) ’а неравенство (19) — неравенству
р > (<)Л = 1(1 4֊ п) - е

(21)
(22)где 1п определено в (21). По (20), оба слагаемых в правой части (21) при и = 0.1,.. , по ֊ 2, по >2 положительны. Они возрастают по п. Поэтому'

/о-р</1֊р<...< /по֊2 - Р-

аналогично из (20) и (22) следует, что
по Р > Л10+1 Р > Л»о+2 р > . . . .

(23)
(24)В силу (23) и (24) эти последовательности могут менять знак не более чем о,хин раз. Рассмотрение в отдельности возможных ситуаций с учетом следствия 1 приводит к теореме 3. Разве лишь проверим, что при п0 >
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2 упомянутые в теореме 3 все ситуации для п = 0,1.......... п2 - 1 могутосуществиться.Действительно, в силу (1) справедливо равенство- {(л - 1)Л - в - + ?. (25)
Примеры. Пусть р։ = 4, р? = 4, р = 2, д = 9. Условие (6) выполнено с по = 4: Р2 - Р1 , 35 (Р1 ~ Ро ~ ' 36 >Пусть Р1 = 7, Р1 - 2, Р = 2, д = ю. Условие (6) выполнено с по = 3:Р2 - Р1Р1 - РоПусть р} = 44-^/61/31, Р2 = 4- у^ТТзТ, р = с По — 2. - Р1 _ 1Р1 - Ро

3, 9 = 10. Условие (6) выполнено
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S. P. YakovlevOn the Structure of Hypergeoinetric Distributions' he family of Regular Hypergeometric Distributions is considered. The properties of monotonity, log-downuard/log-upward convexity, downward/upward convexity of such distributions are deeply investigated.
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