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В работах (1] и [2] исследована задача устойчивости тонкой упругой 
пластинки, обтекаемой сверхзвуковым потоком газа в предположении что 
одна из длинных кромок свободна, а другая - жестко защемлена |1| и 
одна из длинных кромок имеет жесткое скользящее защемление, а другая 
— шарнирно оперта (2). При этом имеется сосредоточенный инерционный 
момент на свободной и на шарнирно опертой кромках, соответственно, в |1| 
и (2). Установлено, что возможна потеря устойчивости в виде дивергенции и 
флатте ра в обеих задачах. Найдены критические значения скорости потока, 
приво/щщие к дивергентной и флаттерной неустойчивости. Неожиданны* 
оказалось совпадение в обеих задачах этих критических значений скорости 
потока.

В предлагаемой статье показано совпадение собственных значении в 
обеих задачах, а следовательно, критических значений скорости потока, а 
также в более общей постановке, когда на свободной кромке приложены 
одновременно сосредоточенные инерционные масса и момент (в первой 
задаче), и когда сосредоточенные инерционные масса и момент прилс же ны, 
соответственно, на кромке с жестким скользящим защемлением и на 
шарнирно опертой кромке (во второй задаче), несмотря на то, чго ли задачи 
являются несамосопряженными.

1. Пусть тонкая пластинка в декартовой системе координат Огу: 
занимает область 0 < х < /. О < У < Пластинка 
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обтекается с одной стороны в направлении оси Ох сверхзвуковым потоком
газа с невозмущенной скоростью V'. В целях упрощения будем полагать, что 
распре деленная масса пластинки и силы сопротивления пренебрежимо малы
Тогда в предположении справедливости гипотезы Кирхгофа и поршневой
георин, уравнение изгибных колебаний удлиненной пластинки имеет вид [3-5|

д^и) 
дх4

■։ ди՝ . ֊ <։
Т 5 — = 0. Ц) — ш(х. I), 3 — 

дт
аороУВ (1)

Здесь, ро — плотность невозмущенного потока газа; ао — скорость звука
в невозмущенной газовой среде; гп = 1е(г, I) ункция прогиба точек
среди! нои поверхности пластинки, В — цилиндрическая жесткость на изгиб

Исследуем уравнение И) при следующих граничных условиях:
д^и) сРи’ д?ы .д2и> л дтт п , 
а? ~ адТдА' = ~‘3~дР'1 = 0; - °՛ х՜

И
ди՝ <>3!г д2ги д3и) .
дТ"՜0, д^՜ 1 ~ °: 'и - °՝ аё “ -ад7&ё՝ х = ՝

(2)

(3)

где о =■ Л) 1, 3 — тпВ ։, а > 0, 3 > 0; У, т — сосредоточенные момент и масса, 
соответственно, приложенные к свободной кромке х = 0.

В работе (1) исследована задача устойчивости пластинки (1), (2) при о > 0 
и 3 = С, а в (2] — задача устойчивости пластинки (1), (3) при всех а > 0 и 3 > 0

Исследуем задачу устойчивости пластинки (1), (2) при всех а > 0 и 3 > 0.
Отыскивая решение задачи (1), (2) в виде

ш(х, () = /(х) • ехр(й4), (4)

приходим к следующей задаче на собственные значения:

Г + 53Г = 0, (5)

1" + = 0, {"՛ - = 0, х = 0; / = /' = 0, х = I. (6)

Подставляя общее решение уравнения (5) 

в граничные условия (6), получаем однородную систему линейных алгебраи
ческих уравнений относительно произвольных постоянных ,4„ г = 1 2,3,4

2(л - аи2)Л2 ֊ ($ - Оы?)Л3 4- У3($ 4֊ аи»2)Л4 = 0,

3^2Л\ + (з3 4- До>2)Л2 4֊ («3 4- Зш2)Л3 = 0, 
<

Д| ♦ Л2ехр(—з!) 4- (4зСОв(>/3/2 • «/) 4- Л451п(\/3/2 • з/)) ехр(0.5з/) = 0,
(7)

< А2ехр(—— (,4351п(тг/6 - \/3/2 • я1) 4֊ Л4соз(я/6 - х/3/2 • $/)) ехр(0.5«/) - 0
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Дм< нахождения значений параметров а, о. 3. приводящих к потере 
устойчивости в задаче (1), (2), имеем уравнение относительно к кадра о в частот 
собственных колебаний пластинки

а/ЗА(г)ш4 - 03В։(г) 4֊ оВ2(г))га? -+■ г4С(г) = 0.

г = з/, а = а/, Д =

/։(г) = сК(г) - ехр(0.5г) • вш - ехр(-0.5г) • тп

В։(г) = 2зЛ(0.5г) • с/1(0.5т) - сой

С(г) = 0.5ехр(-г) 4- ехр(0.5г) сой

которое получается приравниванием нулю определителя, составленного и<
коэффициентов системы (7). Уравнение (8) в точности такое же, какое
получено в работе [2] при исследовании задачи устойчивости (1|, (3) А 
это означает, что в зависимости от параметров з (или V'), о, 3 г сведение 
характэристических показателей р = ±»и обеих задач одинаково Иными 
словами, одинаково в задачах (1), (2) и (I), (3) поведение возм/щепного 
движения пластинки. Однако при этом их общие решения различны Система 
однорсдных алгебраических уравнений (7) отличается от анахогичной систе
мы уравнений, полученной при исследовании задачи (1), (3) в работе՝ [2|

Из уравнения (8), в соответствии с (4), следует, что возмущенное 
движение устойчиво при выполнении следующих условий:

С(г.к) € (0; (В,(г) + А,т2В2(г))2 • (4<.'г2Л(г))՜’),
(Ю)

В1(г)4֊Ь-2В2(г) >0, * = а(0/2)՜1, ке (0,оо),г€ (О.оо).

Критическим состояниям соответствуют границы интервала (10).

С(гЛ)=0: С(г, к) = кт՝В2{г))2 - (4кг2А(г)) (Н)

к = о(։3/2)՜1, к € (0, оо), Г € (0, ос).

Пэрвое из условий (И) определяет неустойчивость див< р։енп
При этом для всех к е (О.оо) наименьшее значение параметра г0 (■՝•՝.. = 
I 85, а соответствующее критическое значение <Кореети пои ка. п| 
к дивергенции, Укг>о ~ 6.33Р(аоРо^3)՜1-
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Второе из условий (11) определяет неустойчивость флаггерного тина 
При этом гг1Ш։фд и Цффл зависят от к՛. явление флатгерной неустойчивости 
имеет место при к > 0.08 (2). Итак, как показано в (2], при к 0.10 
1'кРфл ~ 198£>(а0^3)՜1; при к = 1.0 Кр.фд « 184/9((10р0/3)՜1; при к = 10.0 
^хрфл 251£)(аоро/3)՜’ и при к = 100.0 к'крфА » 293£>(аоРо/3)՜1 •

Заметим, что при г -< 0 условия (10) имеют место при всех к € (0, сю).
Переходя к пределу при г -» 0 (V -♦ 0) в уравнении (8), в принятом 

приближении, получаем следующее уравнение:

аД'4 - 4(36 + 0)шг + 12 = 0. г = 0. а >֊ 0, 0 > 0, а = а1, 0 = 0!3, (12)

корни которого определяются по формуле

(■А.։ = 2 ((За + Д) ± \/9а2 + 3а0 + О2} а-՝0՜'. а >֊ 0, 0 > 0. (13)

Из выражения (13) очевидно, что си/ > 0, си| >- 0, т е. при г ~ 0 возму
щеннее движение пластинки устойчиво для всех а > 0, 3 > 0 или для всех 
А՜ € (0. эо). ■՝ ■ ■ ь • .֊

2 Пусть о = 0, /3 / 0. Тогда решения уравнений (8) и (12), соответственно, 
будут вида

г3С(г) 
.^3В։(г)

при г / о и си2 = 3(/3/3)՜’ при г = 0. (П)

где /3) г), С(г) определяются выражениями (9).
Из (14) следует, что при т / 0 возможна потеря устойчивости только 

дивергентного типа ((г) / 0, г / 0). Критическое значение скорости потока 
газа, приводящее к потере устойчивости, Гкр0 6.33£)(аоро^3)՜1 • А при г = 0 
возмущенное движение пластинки устойчиво.

3 Пусть а / 0, 3 — 0 Тогда решения уравнений (8) и (12), соответственно, 
примуг вид 

гС(г) 
о/Н2(г) при Г 0 0 И си2 = (о/) 1 при г = 0, (15)

где В2г), ('(г) определяются выражениями (9).
Из (15) следует, что при г / 0 условие С(г) — 0 определяет неустойчивость 

дивер! ентного типа, к которой приводит критическое значение скорости 
потоке I кр0 ~ 6.33/£(аоро/3)՜1. Условие В2(г) = 0 определяет неустойчивость 
флаггерного типа. При этом критическое значение скорости потока Крфл « 
27.51Р(аоро/3)՜1, что примерно на порядок меньше критического значения 
скорости потока при а / 0, 3 / 9, к > 0.08. При г = 0 возмущенное движение 
пластинки устойчиво
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Ззметм, что этот частый случай подробно изложен в работах (1| и |2] 
при исследовании задач (1), (2) и (1). (3) соответственно

4. С целью сравнения приводится решение аналогичных задач в с\учае 
распре деленной массы.

Уравнение изгибных колебаний удлиненной пластинки в предположении 
гипотезы Кирхгофа имеет вид

d^w 
дх4

+ 2ph = 0,
(fiw

w = w(i,t),

где р — плотность материала пластинки
Исследуем уравнение (16) при следующих граничных условиях

d2w 0s w п п dw
Эх2 ~ дх' - °' 1 ~ °' w “ fa = °’ 1 = ՛՛

div 
дх

cfiw 
дх3 - 0, х = 0; W~d^

Дисперсионные уравнения для приведенных задач (16). (17) и (16). (18) 
следующие:

cos 31 ■ ch 31 = — 1 и cos pl chpl = 0

соответственно, их решения совпадают при 31 >>֊ 1 Следовательно, решения 
задач (16), (17) и (16), (18) совпадают при 01 >> 1.

Дополнение. Нетрудно показать, что рассматриваемые задачи (1|. (2| 
и (1), (3) не являются самосопряженными, несмотря на то. что решения 
соответствующих задач на собственные значения совпадают.

В самом деле, сопряженной к задаче (1), (2) является задача, определяе
мая соотношениями

- s3— = 0, w = w(z, t), s3 = ooPol'P՜1; 
дх4 дх

(19)

= -a'— + s’w, 1 = 0 
dx2 dxdt2’ dx3 dt2

dw _ , 
w ~ ~dx ~ X -

А сопряженной к задаче (1), (3) является задача, определяемая соогне ш ни

_ s3~ = 0, w = w(z,t), 53 = oqPo\ D 
дх4 дх

(20)
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d^w
~ ՜Ը՜ՑՐ 4- s3w, x = 0;

w = 0,
d2w &*w
dx2 Q dxdt2'

Все эти четыре задачи: (I) и (2), (1) и (3), (19), (20) имеют одни и те же
собственные значения
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М. В. Белубекян, С. Р. Мартиросян

Об одном неожиданном совпадении в задаче устойчивости пластинки, обтекаемой 
сверхзвуковым потоком газа

Рассмотрена задача устойчивости пластинки в сверхзвуковом потопе газа при 
различ шх граничных условиях. Установлено совпадение собственных значений в 
случаях различных несамосопряженных задач.

1Г. Վ. Բելուբեկյան, Ս. Ռ. Մարտիրոսյան

Դալի գերձայնային նոսրում գտնվող աս [ի կայունության խնդրի մի անսպասե|ի 

համընկնման մասին

Դիտարկված Լ բարակ սափ կայունությունը գերձայնային նոսրում տարբյր եզրային 

պայմանների դեպրում: Ապացուցված է. որ դիտարկված ոյ համալուծ խնդիրներում սեփական 
արժեքները համընկնում են: ,

М. V. Belubekyan, Տ. R. Martirosyan

On Coincidense in Flutter Problem ot a Plate in a Supersonic Flow

l ie paper is devoted to the analysis of stability of a thin plate in a supersonic air 
flow under the different boundary conditions. The obtained result is the coincidence ol 
eigen-vilues for the considered non self-adjoint boundary value problems.
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