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В работе излагаются результаты, относящиеся к представлениям почти 
всюду конечных измеримых функций как простыми, так и двойными рядами 
по подсистемам системы Уолша специального вида.

Вопросам представлений функций рядами по классическим системам 
посвящено весьма большое количество работ, с содержанием которых можно 
ознакомиться по работам [1-10), а также по библиографии в этих работах 
Здесь упомянем лишь те немногие результаты, содержание которых близко к 
теоремам, доказанным в настоящей работе. Однако, прежде чем зеренI и к 
этому, напомним определение системы Уолша.

Функции системы Уолша {и**(0}^=о в нумерации Пэли [11-13] опреде­
ляются так:

W0(t) =1, Wj(t) =

w2k(t) = Wi(2fct).

ОО

Ддя некоторого натурального g: q = 52 <7ւ2’« гЛе <?• = 0- 1. определим 
1=0

ОО 
w9(t) = П (w2*(0)9։> 

։«0

203



Напомним также, что, следуя А.А.Талаляну, систему {<pn}^Li. U’n € S,n - 
1,2, ) мы называем системой представления в классе S (S С L", где /У - 
класс измеримых, почти везде конечных функций) в смысле сходимости по 
мере, почти всюду, в метрике 5 (если, конечно, в S установлена метрика), если 
д\я каждой функции f G S существует ряд вида V ап<рп, который сходится к f 

п 
соответственно по мере, почти всюду, в метрике S.

В теории представлений функций системами классическим является 
доказанный в 1940 г. Меньшовым (1] результат, согласно которому тригоно­
метрическая система является системой представления в классе псчти везде 
конечных на [0.2тг| измеримых функций в смысле сходимости п.в. на [0,2тг].

Здесь весьма интересна постановка вопроса, является ли некоторая 
подсистема, полученная удалением бесконечного числа членов из системы 
представления, также системой представления. Особый интерес представ­
ляют 1 одсистемы с разряженным спектром (те в которых осталось "очень 
мало", по сравнению с изначальной системой, членов после удаления), а также 
подсистемы с особой конфигурацией спектра.

Как примеры вышесказанному приведем следующие результаты.
В 1980 г. в работе [6] Григорян доказал, что:
а) существует плотности нуль последовательность натуральных чисел 

С {2’V' ’ ’ 4- la,i < Na,s > 1}, где N3 — некоторая возрастающая 

последовательность натуральных чисел, а {/5}^։ = {0,1,0,1,2,0. 1,2,3,... , 
0, 1,2,... , к,...} — такая, что подсистема {wmjk(z)}Jl1 системы Уолше является 
системой представления в классе Lp|0,1],р € (0,1) в смысле сходимости в 
метрике Lp [0,1], р € (0,1);

б) если подсистема системы Уолша содержит бесконечное число мно­
жеств функций вида , где Мк — произвольная последователь­
ность натуральных чисел, удовлетворяющая lim [АЛ/ - М2/-1] = +со, то она /—♦ОО
является системой представления в классе Lp |0,1] ,р € (0,1).

В 1985 г. Арутюнян [9] доказал для той же последовательности Мл, 
что тригонометрическая подсистема {е±2тттх1, т G [Ми-ь М21], I > 1} является 
системой представления в классе почти везде конечных измеримых функций 
в смысле сходимости п.в. на [0,1].

В 2003 г. Козьмой и Олевским (10) для тригонометрических систем ус­
тановлено, что для любой, стремящейся к бесконечности последовательности 
w(k) существует симметричный спектр Меньшова

Л = {±k2 + o(w(k))}fc<_N,

те. каждая почти везде конечная измеримая функция / допускает п ре дета в-
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ление

/(։) = £ с„(/)е‘“, 
п€Л

где ряд сходится п.в.
Адя системы Уолша автором получены следующие теоремы:
1еорема 1. Для произвольного I € {2*}^10 существует подсистема 

пк € {к1 4- о(к1 1)системы Уолша такая, что для любой почти 
везде конечной измеримой функции существует сходящийся к ней ряд п.в. по 
подсистеме

Теорема 2. Для любой, стремящейся к бесконечности последователь­
ности существует подсистема {шПк}?=1, пк е {к2 + о(ш(к))}к( ■
системы Уолша такая, что для любой почти везде конечной измеримой 
функцзи существует сходящийся к ней ряд п.в. по подсистеме

Оказываются верными двумерные аналоги данных теорем, которые 
составляют содержание настоящей работы. Однако, перед тем как сформули­
ровать их, считаем полезным отметить, что ряд классических результатов (на­
пример, теоремы Карлесона [14], Рисса [15], Колмогорова [16]) невозможно 
распространить на двумерный случай (см. Фефферман [17], Коняги н [18])

Теорема 3. Для произвольного I € {2*}^ существует множество на­
туральных чисел {п,}^ С {к1 + о(к1-')}к£х такое, что для любой почти везде 
конечной измеримой функции определенной на [0,1] х [0.1], существует 
двойной ряд вида

ос

52 с1.,грП1(1)и;П։(1/),

который по Прингсхейму сходится к ней п.в. на [0.1] х [0,1].
Теорема 4. Для любой, стремящейся к бесконечности последователь­

ности существует множество натуральных чисел {па}“1 С {к- +
о(ш(к))}ке^ такое, что для любой почти везде конечной измеримой функции 
/(х,у), определенной на [0,1] х [0,1], существует двойной ряд вида

ОО
52 (т)и’п.(1/),
5,1=1

который по Прингсхейму сходится к ней п.в. на |0,1] х [0,1].
Приведем схему доказательства теоремы 1.
Для понимания смысла основной леммы, на которую опирается дока <а
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тельстю теоремы, нам понадобится определение следующих множеств:

{а, 2а,. ,sa}, a = 2N.WeN;

В2(а, з)

В(а, з)

= □(*: + В1(2<‘+1)'О,з)); 
к=0

= B2(a,s) + B1(2('+1>Ja,»),

где а 4֊ .4 = {а 4֊ х : х Е .4}, .4 4֊ В = {х 4֊ у : х € Л,у € В}.
Стметим также, что под spe.c{P} мы понимаем множество тех натураль­

ных чисел к. для которых wk содержится в полиноме Р.
Лемма 1. Для произвольных положительных Е, 6, а = 2Л/, N € N и f € L0 

найдется S = S(f,E,6) со следующим свойством: для заданного s > S можно 
построить полином по системе Уолша, удовлетворяющий условиям:

1) т {t : \Р — f\ > 6} < е,

2) spec{P} С B(a, з),

3) т {t : \S'(P,t)\ > Ge՜' (|/(f)| + <5)} < е.

Лемма 2. Для произвольного натурального I > 3 имеет место включение
оо

Л' = U + В С {П' +°(n,_1)}neN
1=1

при а(г) =
Лемма 3. Для произвольной стремящейся к бесконечности последова­

тельности можно найти соответствующую последовательность
так, чтобы

ОО

л2 = и И*) +5(2a(i),i)) С {n24-o(u2(n))}neN. 
t=l

Лемма 4. Для последовательности {й}£=1 такой, что 0 -С 4֊
1 г/н ь произведение Пп(<) = |1 - га2<։ (<)]... [1 - и>2,Л (<)] обладает следующим 
свойством: оно равно 2п на множестве меры — и нулю — в остальных местах, 
причем множество ненулевых значений представляет собой объединение
двоичных интервалов длиной каждый.

Для / € по индукции строятся полиномы так, что 52 Рп сходится к 
/ Полиномы Р\,... ,Рп-1, по построению, должны удовлетворять следующим
условиям:
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11 spec {P,} с ВЦа1-', ։,) + a'„ ։ < n, для / e {2* Г ;
1 J A:=2

2l B(la‘,-l,st)+a\ C {nz 4- o(n,-1)}n€N;

3l спектры этих полиномов не пересекаются.

Определим

n-I

еп = 2’п. 6п = 16-" и 5П = 5(ГП,€П,6Я).
Положим зп > тах{5п,зп_!} + 1, ап = 2'(э"+2)’.
Далее, пусть РЛ(£) ~ полином, найденный по лемме I д\я значений 

֊п>5т 1а!п *. Окончательно определим /я(() = ща{։(Х)Рг](<), где полином 
выбирается по лемме 1 так, что зрес{Р^(1)} с В(1а‘~\зп).

Легко видеть, что первый и третий пункты индукционного предложения 
выполняются для новополученного полинома. Справедливость второго пункта 
следует из более общего утверждения леммы 2.

Доказательство сходимости таким образом полученного ряда сущест­
венны и образом опирается на лемму 4, чем и завершается доказательство 
теоремы 1.

Выражаю глубокую благодарность М.Г.Григоряну за постановку задач, 
советь: и моральную поддержку, присутствие которой я постоянно ощущал 
при работе.

Еэеванский государственный университет

М. А. Налбандян

О некоторых подсистемах системы Уолша

Доказаны два следующих утверждения:
1) для произвольного I € {2*}*.о существует множество натуральных чисел 

ЫХ1 С {*'+
2) для любой, стремящейся к бесконечности последовательности 

существует множество натуральных чисел {п,}^ С {к՜ 4֊ о(иДА*))}*ем.
Эги множества обладают тем свойством, что что для любой почти везде 

конечной измеримой функции определенной на [0,1] х [0,1], существует



двойней ряд вида

52 c.,sWn.(x)wn,(j/), 
я,1=1

которь й по Прингсхейму сходится к ней п в на [О, 1] х |0, 1].

(Г. Ա. 'Նսդքսւնդյւսն

Օւոլշի համակարգի որոշ ենթահամակւսրգե|ւի մասին

Ապացուցված են հետեվյայ երկու պնդումները'

I. Ցանկացած I 6 {2*}^10 ի նմար գոյություն ունի բնական թվերի բագմություև

2. Ցանկացած անվերջի ձգտոդ հաջորդականության համար գոյություն ունի
բնական թվերի բազմություն {ռ,}^ Օ {հ2 + օ{սյ(հ)}}հ^՝.

Այց երկու բազմությունները օժտված են այն հատկությամբ, որ ցանկացած համարյա 

ամենուրեք վերջավոր, չափելի, [0,1] X [0, 1]-ում որոշված /(րր, ւ/) ֆունկցիայի համար 
գոյության ունի կրկնակի շարք

օօ

որր գուվամիտում է ըստ Պրինգսհեյմի այդ ֆունկցիային հ ա. [0, 1] x [0, 1)-ում:

M. A. Nalbandyan

About So e Subsystems of the Walsh's Syste H

Tne following two results are obtained:
1) For any I 6 {2*}^t0 there exists the set of natural numbers {n3}^ ։ C {kl +

2) For any sequence ։ which tends to infinity there exits the set of natural
numbeis {ns}^։ C {k2 + o(u>(fc))}fc€N.

B^th of these sets are such that for any almost everywhere finite measurable function 
f defined on [0, 1] x [0, 1], there exists double series

□o
52 c1.Jwn։(x)wnt(j/)
•.»=։

vA-hich converges to it by Pringsheim a.e. on [0, 1] x [0,1].
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