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Для k > 1 и разбиения

7Г = 7Гуу — {0 = to < t\ < ... < t/v-i < tyv = 1}

через Рк(п) обозначим множество функций, определенных на [0.1]. которые՝ 
являются полиномами степени не выше к - 1 на каждом отрезке 1Л,]. ։

Для целых чисел к > т > 0 и разбиения я обозначим

St.mW = Р*(>г) Ո С“-'|0,1], •ՏՀ*) =

пространство всех сплайнов порядка А՜ ( т е. степени < к), с узлами из я. 
Пусть я(<с) = где

0 — է _fc + l — = to < էլ < ... < ttf_j < tN = ••• = է/V-t-fc-l — I

Тогда через {М}*"Д+1 обозначим В-сплайны степени к с узлами из я. т е

М(х) = .....U*-11)(- - ։)+ ■

Известно, что они образуют разложение единицы, т е.

Л-1

М(х) для

Функции Лг,, нормированные в L\, обозначим через Л ,.ւ , т.е. Л,1 V,; ||.V,| |.
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В работах о проекторах /4,*т из пространства £°°[0, 1] на 8к,т^} для 
разных к и т оцениваются нормы операторов Ртг,к,т-

Сценки этих норм в некоторых работах зависят от л. Например, в [I- 
4] от л требовалась квазиравномерность: < М или подобное условие,
где А, = Ц^-ьСЦ = С - <»_], для 1 < г < №. В [3| на я налагалось условие 
квази-геометричности, т е. < 1 В работах [5-8] длины отрезков |$,Л-н| 
должны были составлять геометрическую прогрессию, т.е. -Ц2-1 = р, где р > ■^1
О Другая группа теорем была доказана при к = 2,3,4 или т = 1,2,3 (см. 
[3, 9-12]). В этих работах оценка нормы оператора Рп к т не зависит от я. В 
больш 1нстве из цитированных статей важную роль играла следующая лемма, 
доказанная де Боором в [14]:

Лемма 1. Для всех тг,к имеет место

цр.л11ь_ < НС-'Пи.
где ма-прица С. = (Л',.1, Л',

В [ 14] также доказанно что матрица Грамма системы №, вполне неотрица­
тельна, т.е. все алгебраические дополнения неотрицательны, откуда также 
следует не менее важное свойство обратной матрицы: она знакопеременна.

Наконец, в 2001 г. Щадрин [13] дал положительный ответ на гипотезу де 
Боора, выдвинутую в 1972 г., доказав следующую теорему.

Теорема 1. Для любого разбиения я = {0 < £0 < Г։ < ... < = 1}
и для любого натурального числа к > 2 существует постоянная Ск > 0, не 
зависящая от я такая, что для любой функции /€С(0,1)

||Рял(/)||с < Gll/lb

г9е Р*.< = Рц,к,к-1 проектор из С(0,1) в пространство сплайнов порядка кис 
узлами из я.

Достойна внимания также следующая лемма из [14], которая наряду 
с вин еупомянутой леммой 1 была использована Щадриным в [13] для 
доказательства теоремы 1.

Лемма 2. Пусть Н~] является знакопеременной матрицей, и пусть
a. b € R5 такие векторы, что На = b и 
«1) (-1 )‘sign b, = const для всех г;

(«2) Min, |6,| > cmin;
II 1II оо — Стах-

Тогда

Cmin

Отметим, что для к = 2 G является строго диагонально-доминирующей 
матрицей ( т е. |а, ,| > |а,Д, где р > 1 постоянная), и Чисельский прямой
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оценкой получил, что
1|с-‘Ноо < 3.

В периодическом случае эта оценка остается верной, как и строго диагональ* 
но-доминируемость матрицы Грамма. Но при к > 2 ни в непериодическом, ни 
в периодическом случае подавно С и С 1 не сохраняют эти свойства Более 
того, при к > 2 в периодическом случае матрица Грамма не сохраняет свойство 
вполне неотрицательности, а С՜1 уже не знакопеременна, что означает, что мы 
не можем воспользоваться леммой 2.

В настоящей работе доказывается следующая теорема
Теорема 2. Для любого разбиения тг = {0 = 10 < Ь < ... < = 1}

существует постоянная > 0, не зависящая от я такая, что для любой 
функции / е С(0,1)

11Л(/)||с < С2||/||с,

где Р* проектор из С(0,1) в пространство периодических сплайнов третьего 
порядка с узлами из п.

Допустим, что я есть разбиение отрезка [0, 1):

тг = {0 = £о < < ••■ < 4^-1 < — 1}

Функцию / : [0,1] •-* Я назовем периодическим сплайном 3-го порядка с узлами
из я, если на каждом из отрезков 0 < ։ < Лг, она является полиномом 
не вы не второй степени, непрерывно дифференцируема на [0. 1], а также
имеют место /(0) = /(1), /'(0) = /'(1). Через обозначим пространство всех 
периодических сплайнов 3-го порядка с узлами из я. Через А, обозначим длину 
интервала для 1 < г < /V, а также условимся, что А^^+| = А, д\я всех
А: € И н 1 < I < АГ и что /(^ьм) = /(«,) М* всех / €

В линейном пространстве существует натуральный базис-Л^М}, 0 ,
который однозначно определяется следующими условиями:

№(։) е с‘[о, 1]. (П

и №(«,) = ЛШ = о для >#։ и »-1.

Нетрудно увидеть, что функции Л՛, обладают также следующими свойствами:

Д-1

М(0 = 1 МЯ I е (о, 1| (3)
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и

supp Л', — [t։_2,t։+i] для 0 < i < N — 1. (4)

Г ри —N < i <0 < j < N под записью будем понимать объединение 
интервалов 1] и |0, t?], например supp Ло = |t֊2, G| = [t/v-2,1] U [0, *1].

Ст системы {Лг|}։\д1 перейдем к некой системе так, чтобы
последняя система также была базисом в S„ и для нее выполнялось 
нераве нство (Л/,, Л/,) > (Л/,. Л/,_2 + Л/,_| + М։+1 4 Л^+г) 4- с(Л/։, 1), с некоторой 
постоянной с > 0. Отметим, что для системы {М}'^1 не имеет места 
аналогичное неравенство

Для этого введем следующую вспомогательную функцию:

1 4- 0.2Г при 0 < t < 1,

/о(О = (1 4- 0.2/0(ЗГ 4֊ 2)/(2t 4֊ 3) при 1 < t < 100,

I (1 +0.2/։)(*±| + 0 при 100 < t,

где а = 0.005.
Нетрудно заметить, что

1 < /о(0 < 2-

С помощью функции /о(<) введем систему функций {Л/,};=о1 следующим 
образсм: л гпц ЭГЭОМ. XJ ИЯ

M,(t) = /о(7-.)Лг,(<), для 0<г<Л՜—1,

гА^.-а7^7- • ’
При Тс.ком выборе системы функций {М,}^0։ имеет место следующая лемма 
(доказательство которой мы не будем приводить), с помощью которой мы с 
легкое гью докажем теорему 2.

Основная лемма. Существует постоянная с > 0, для которой имеет
место неравенство

[М։, Mt) > (Mt, 4-2 4- 4 4- Ml+2) 4- с(М„ 1).

Доказательство теоремы 2. Убедимся, что нормы проекторов 
С[0, 1] являются ограниченными числом, не зависящим от я. 
Допустим, что / с С|0,1] и Л/(0 = Отсюда имеем, что

(Л/,М?) = (/,МД для 0 < j < Л — 1.

(5)

(6)

Пусть j выбрано так, чтобы |а;| = maxo<։<w֊i |а։|, отсюда, применив (5),
получр м
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|(РЯ/,ЛТ)|>

1а;1 ((Мл М>) ՜ (М>> ^յ-շ + 4-1 + М)+\ Т М>+2)) > Փյ|(ձքյ, 1).

С другой стороны, так как Л/Հէ) > 0 для всех է и յ, то

(7)

1(/.Ч)1 < Н/Нс(Мг 1).

Из последнего неравенства, а также из (6), (7) вытекает, что

Для завершения доказательства нам остается заметить, что из (3) имеем

лг-։ лг-ւ
11П/1|с = Ж ֊ Ж 52 1а«1М(«) < 2|<ъ| 52 4(է) = 2 а,|. 

՚ ւ=0 »=0
Теорема 2 доказана.

Институт математики НАН РА

К. А. Керян

Об ограниченности норм проекторов на пространство периодических с плайнов 
третьего порядка

Доказывается, что проекторы, действующие из пространства непрерывных 
функций на пространство периодических сплайнов третьего порядка, рассматрива­
емые как операторы из С[0, I] в С[0.1], имеют равномерно ограниченные нормы

Կ. II. Քեոյան

Երրորդ կարգի պարբերական ապայնների տարածության վրա պրոյեկւրորների 
նորմերի սահմանափակության վերաբերյայ

Ցււյց է տրված, որ պրոյեկտորներր, որոնք գործում են անընդհատ ֆունկցիաների 
տարածությունից երրորդ կարգի պարբերական սպլայնևերի տարածության վրա ունեն 

հավասարաչափ սահմանափակ նորմեր:
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К. A. Keryan

About Boundedness of Projector Operators onto the Space of Periodic 
Splines of Order Three

It is proved that the norms of orthogonal projectors from the space of continuous 
functjo is onto the space of periodic splines of order three, are uniformly bounded.
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