
հայաստանի գիտությունների ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱк о АРМЕНИИд о к л а л ы
Ж-Г 108 2008 No 2

МАТЕМАТИКА

УДК 519.217

А Р. Мартиросян, И. Э. ДаниелянАппроксимация критических рисков в страховых портфелях
(Представлено академиком В С Захаряном 10/111 2008)Ключевые слова: риски, страхование, предельные законы, критическая 

загрузка, страховой портфель

1. Введение. В страховых компаниях "риски" принимают значения из R'Ниже рассмотрена модель, учитывающая договоры со страховыми сделками и связанные с пожизненной рентой. Страховая сумма за (0,^ представима в виде 5(1) = 52 X, • независимы, одинаково распределены с функцией о<ц<։распределения (ФР) Г(т), х Е R1 и с конечным средним а ■ I, ֊ моменты наступления страховых случаев, независимы с ФР 1 - е՛Ч т > 0. А > О, /о = 0. и независимы. Обозначим <(0 = 5(1) - с1, I > 0, где с -интенсивность страховых выплат. Риск оценивают ФР И'(1, т) /’{г(0 < •’ 11 1Р(т) = Р{г < т}, где г(1) = вир £(и), г = г(ч-ос). Оценку критических рисков 0<и<<производим при условиях:1. Для ф(з} = / е՝ях(1Р(х) верно представление - 1 - а»$ ~ -ЛС,|зрХ(1/|з|), 3 0, где А > 0. 1 < 7 < 2. С, = а I > 0 медленноменяется на бесконечности. ^(з)—1—и13 ~ Лз2. ։-• 0. гАе Л = 5 / ' ; 4при 7 = 2.2. Средние суммарные выплаты р\ = Аа € R находятся в крити юск» и ситуации, т. е. р\ —» с. Полагаем, что ср\ > 0, и под р = 1л 1 11 понима*'ибо р} { с, либо р} Т с.
Информация. Пусть Л/(т, р) _ /е—Ր{((ս) > }(^ս՝ = 0>.о4(տ,յ/) - ехр < - ք е~ях^М(х, р) >. А(б՛) - А(«,0). ч ; о I ք е-яхйг1Г(։,х). Զ(տ) = о
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9(00. з). т > 0, « > 0, р > О, Яе(з) > 0. тогда = у / е“*49(/, з)(Н = оЯе(з) > 0, 0 < и < оо; известно также.
(см. ||]|.Положим Сф) = 7<Л/(т,р), С = С(0), С°(р) = и г° = КтС- ТогДаД(з,р) ֊ ехр| —7(с*х~ 1)<Л/(х,^)-ОД . О < р < оо, Яе(з) > 0. Ясно, что I О 'И (оо) = е՜^, те. ес1Г(х) - собственная ФР.Цель. При условиях 1, 2 получить предельные теоремы для нормированных рисков при согласованном стремлении р —» 0 и Т -» 4֊оо. В работе получены предельные теоремы д\я критических рисков.2. Результаты. Пусть В - АЛ и ^’(О = (Го/Л/(а՝(0), о > 0, £ > О, где Л/<о)(1) ֊ обратная к Г/Ь(1) функция (см. [2]). При (р/В)—*в пишем

~ (р/ В)х,^~^ (В / р) для величин порядка правой части эквивалентностиПри нормировке 0(р)—^0 нужен порядок совместного с р —♦ 0 стремления / -* 4֊ос. Обозначим 6(т) = тз1йп(с- р\) и о(р) = рв(р) при 0(р) — о(о>) или 
0(р) ~ си, 6(т) = 0 и а(р) - В(0(р))уЦ1/0(р)) при си = о(0(р)\ Пусть р(х.аОД - плотность устойчивого закона с характеристической ехр{-|з|°ехр{±(тг։>р)/2}}, 0 < а < 2 (см. [3,4]), Фг(х) = т"1Л / ;

-осг е /?'. т е Я+ и Еу(х) - ФР с единичным скачком в точке у.Теорема 1. Пусть 0(р) 4֊ос так, что (а(р)

функцией (ХФ| 
ит~^\ 7,7֊2)с/и.

Существует предел 1։п։ Г{0(р)<(О < х} = Ф(т, х), х € В . Здесь: Ф(0, х) = Ео(х);Ф 4֊ос,х) = 0, Ф(т, х) = Е_^(Т)(.т) при 0(р) = о(ш); Ф(т, х) = Фг(х֊д(т)) при 0(р) 
или л = о(0(р)), а 0 < т < 4-ос.Пусть Д(з) > О, Д(0) = 0 и Хф) > 1, Х?(0) = 1 - единственные решения уравнений х7 4֊ т = з и т7 - I = з, 1<7<2,з>0 (см. [5,6]). Д(з) (Хф)) берем при р\ < с (р1 > с) и обозначаем ф - ф(з). Обозначим /ф) = з|/7 при <5(т) = 0; 3(5) = <0Ф) при <5(т) / 0. ■՛.■. 1,Лф;<5Ы^Замечание 1. При 0<։/<оо, з>0, 0<т< 4֊оо, р = 0,1 функцияЛ(з,и,м,т) = ехр Ф(ти,т))и '^и (21)з 4֊ 1}(ри/т)'Теорема 2. В условиях теоремы I при 0 < т < оо существуют пределы(± - sign(c)) Пт Р{0(р)г(1и) < х} = х), и € Я+, Пи։ Р{0(р)г < х} = И’Дх).

р| Тс/де
ОС / ЭС \р I е՜^ < У е-э'гг/хИл/(и, х) > (1и = е~с°и, I, т) при 0 < и < оо, з > 0; (2.2)око ) 118



ц’Дх) определяется из (2.3) и не зависит от и, причем с р Оит = 1 сл во;

IV;(и,х) И? (и, х), (1֊е֊։)*И’т+(и,х)։ 0. 0(р) = о(-А/с), 0(р) -А/с, -А/с = о(0(р));IV;(т) определяется из (2.3) с заменой И7(и.х) на И7(т), а * - знак свертки Замечание 2. Пусть Г = т фиксировано и 0(р)—Ю. Тогда

а) Ф(Г,х), IV* (х), И'Ди.х) существуют лишь в случае 0(р)
при л = о(0(р)), причем при с < 0 в правой части (2.2) добавляется множитель £■*(։/, з), где е+(р,з) = 1, е~(^,з) = (Ао + ^)/(А0 + р + рз), р = Пт(-с0(р)) € 10, ос], Ао = Вт А € |0, оо]. ОО Г ОС \

Ь) Игт±(и’1) определяется из и е՜™ < е_'хс/хИ;(и, г) > <1и =Л 0 Ко ]= е-с°(*')е±(։л 5)ДГ (а, у, 1,),Опишем ситуацию при 7 = 2. Тогда 0(з) = (1 ± \/4з 4֊ 1)/2, где знак " + ’ (” - ") выбирается при функции V, (△). При з > 0 обозначим и*(з) = ! р~(з) = 1 при 0(р) = о(-Х/с); </-(«) = (1 + з)՜1 при в(р) (-А/с); р (з) = 0 при (-А/с) = о(0(р)). Пусть у*(з,и) = ։// е~т // е"эг(/хИ’т±(и,х)| Ии и в ф(з)± = ^п(<5(«)).Следствие 1. В условиях теоремы 1 Ф'т.х] = /?_б(г)(т) при 0(р - Ф(т,х) = Ф((т 4֊ <5(т))/х/2т) при 9(р) ш или ш = о(0(р)), где Ф1т) (2тг)“1/2 [ е~и2/2Ии.-ООСледствие 2. В условиях теоремы 2

И’г (х) = е՜^ 1-е՜1,I - (1 + т)е*х, 0(р) ~ IV — о(-Х/с),0(р) ~ и} ~ -Х/с.и;+(.т) = е"с°(1 ֊ е՜1) при 0(р) ~ ш; И7(х) = 0 в остальных случаяхСледствие 3. В условиях теоремы 2

0(р) = о(и>);

12.2).

Хг(з^) = е 1 у + ОО'Л))֊ «(/>)-^1/±(8)(^/(^+и = 0(в(р1)՛ (25)։<Ео(։)Следствие 4. В условиях теоремы 2 при I I.. . .. ֊ ,.֊с«Р ги пви 0, > С а и;-(и.х) опреде^ется формулой
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Следствие 5. В условиях замечания 2 t>) = s)(\/^/(\A + s))
при 7 = 2.Результаты доказаны в приложениях 1 - 3.Приложение 1. Нетривиальные случаи в (2.1) возникают при 0(р) и о? = о(0(р)), когда Ф'(т,х) = т“1/7р((я - <5(т))т_1/7,7,7 - 2). Из р(-х,а,р) = (см (3|) пишем Ф'(т,1) = т~1^р(-(х - <5(т))т~1/7,7,2 - 7). ПустьГ(«) — гамма-функция. В силу формулы (6.9) из (3) (с. 659) при
р = 7 - 2 и д(т) / 0 из равенства sin(7rn(7 - 1)/7) = (-1)”՜’sin(;rn/7) выводим Ф'(т,х) = £, р-^-яУ))Гг (2*1) т՜^ sin (s*2±U) = ^/<>(т,х), 1 <7 < 2, где /<>(хЛ) = Eq (а±1) т՜ sin 2*1 я - плотность спреобразованием Лапласа (ПЛ) exp{-f£>(s)} (см. [6]), которая при 7 = 2 приобретает вид f$(x,t) = ' *» . Для V(s) (Д(з)) выбираем знак+ " (" - ”). При <5(т) = 0, сравнивая разложения функции Ф(т, т) и p(z, 7՜1,7՜1) из [3], заключаем: Ф'(т,х) = ri”(7+1)p(rz՜7,7՜1,-7՜1). Так как плотность д(т.т) = 1“7р(тг“7,7՜1,-7՜1) имеет ПЛ е~“ ՛ (см. [3]), то Ф'(т, х) =
Л’ (з, /л р Меняя порядок интегрирования в левой части (2.1), получим (ос Г оо 1. т) = exp < / е f(eо о - Г)Ф'(ти. x)dx и ldu\. Еще раз меняем поря-док интегрирования и делаем замену г — ти. С учетом полученных связей для ( 1 \Ф выводим равенство ЛГ(з, р, р, т) = exp < f(e~I о f (е у^г/тф(х} z)dz dx . 

оЗдесь O(r.z) имеет ПЛ ехр{-т/3(з)}, где 0(з) = ф(з) либо /3(s) = з’л. Тогдао - 1) ехр{-х/3(рр/т)}г/.т >. К (2.1) приходим с учетомтого, что
ОО
I ։"*(1 - e-’Je-'-’dz = 1п(1 + (s/д)).
О

(11.1)Приложение 2. Для Р{С(О < т} ХФ имеет вид ехр{-Ь>(з)}, где 1>(з) = гсз + Л(1 — ф(з)). При з* = 0(р)з пишем р(0(р)з) = 
рО[р) [5щп(с — Р1)2з - Л(^(з*) - 1 — а18*)(р0(р))-'\. Полагая 6(з) = аг»1§п(с - р\)гз + ЗС\|зр, где о = 1, /3 = О при 0(р) = о (си); а = 0 = 1 при 0(р) ~ си; а = 0, (3 = 1 при *՛ = о(0(р)), приходим к разложению/>(0(р)з) ~ а(р)Ь(«), р (П.2)Докажем теорему 1. Имеем / elaxdxP{e(p)(t(t) < х} = ехр{-^(з*)}. -ООСуществование Ф(т. х) следует из (П.2) и теоремы единственности (см 00 ь ' Л(/), с 300). При этом / elяxdxФ(т, х) — Для конкретных ФР-ООиз формулировки теоремы 1 данное равенство выполнено, откуда и из теоремы единственности следует утверждение. Ясно, что для Ф(т, х) верно
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замечание 2(а). Докажем теорему 2 Пределы находятся однотипно Рассмотрим первый. Замена у = и1 в / (х/л(р))) = П(щ.г) ддет= х(иДв’). При с > 0 заменой х = е(р)и в А«р/1) получаем֊ / (е՜- - 1)4М((х/в(р)), (м/0)1. При
( ~ (т/а(р)) заменой и = у( в М((х/в(р)),(у/։)) находим М((х/9(р)), (։,/«)) = 
/ е-^Р{&(рК^у) > 1}у~Чу. Существование вытекает из теоремы 1и [8| (с. 695, теорема 1). При с < 0 (2.4) устанавливаем с помощьюравенства ~ А(з‘,1///){1 + (— с0(р)(Х 4֊ (у/О)՜1^}՜1- Ясно, что д\яИ/*(и,1) верно замечание 2(а). Замечание 2(Ь) вытекает из следующих соображений. Для существования IV* (и, х) нужно существование пределаООт(3/,р) - 1пп М((у/0(р)),р) = / е՜^՜^! - Ф(С у)}(%, что следует из теоремы 1 и (8) (с. 695, теорема 1). Тогда х*($,г/) = е-с’”(‘/>е±(р,5)Л(«,1/, 1,1) для 0(р) ~ Я-'/Ч17)(В)сц/ = о(ад).Приложение 3. При 7 = 2, си ~ (р/В) и в (П 2) 6(«) = а sign(r-pl)։$+ Зз2, где 

а = 1, (5 = 0 при 0(р) = о(си); а - 0 = 1 при 0(р) си; о = 0, 0 = 1 при си = о(0(р]) Далее, в (11.2): а(р) = р0(р) при 0(р) = о(си) или 0(р) ~ си; 6(р) = В0(р)2 при= о(0(р)).Следствие 1 легко выводится из теоремыИмеем Q0(s) =Z f e”։c/IVT+(x) = e ‘ ° exp <[ J /(e 510 I ° ..°
Докажем следствие 2.l)d։4>(ru. x) iT՝du>. Приос0(р) = о(си) из расходимости интеграла /(1 - е“хх"1с/г) имеем И'?(х) = о 0л Г ОС ОС. 1При си = о(0(р)) или 0(р) ~ cu Q0(s) = е

о оМеняя порядок интегрирования и делая замену и — ут, получаем <2о(л•exp < f (е 51 о ОО— 1) / /(u, v)dudv >.с > 0. При 0(р) ш имеем 6(ит) = ит (р, < с) и плотность х/(и,т)имеет ПЛ е-1Г(л). Из (П.2) получаем По(<!) = е‘՝г’И + При си = о(0(р))-т-Чей плотность ФР 2(1 ֊ Ф(х/^/й)). Поэтому т/(щт) имеет ПЛ е у2яи։> Из
е

о

расходимости интеграла /(1-е х)т следует И /(т) - ()о
с < 0. Отметим лишь, что (1-е г) * (1Докажем следствие 3. В случаях 0(р} = о(0(р)) в (2.2) меняемпорядок интегрирования x/(s՝p) = e о оЕще раз меняем порядок интегрирования и производим зиме н\ ту-ехр < ^(е Уe-^lrdi?- ПриО J 1 и» х/(и,т)

имеет ПЛ exp{-x<^(s)} и _ ОО
е
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lCM- (2 4H- имеет ПЛ е՜1** при ц/ = о(0р). Тогда (см (2 7))
= €՜ր\հ//(^ -♦֊ Sy/т). Случай с < 0 аналогичен.Следствие 4 легко выводится из теоремы 2. Докажем следствие 5Учитывая замечание 2(b) при и == о(0(р)) Ф(т, г) = Ф(х/\/2т), как в следствии 3 чполучаем N(s. v, 1,1) = exp < / (е I о ֊Uli f(u. x)du dx>. Из вида ПЛ е՜*^*

Оплотности rf(u.x) с учетом (П.1) заключаем, что 1,1) = У^/(\/^ + з).
Ереванский государственный университет

Л Р. Мартиросян, И. Э. Даниелян

Аппроксимация критических рисков в страховых портфелях

Пред»\ожена модель страховой компании, которая предоставляет клиентам 
договоры со страховыми сделками и связанные с пожизненной рентой. При 
конечности моментов порядка 7 Е (1,2] страховых выплат доказаны предельные 
теоремы д\я критических рисков Результаты даны в виде интегральных преобразо
ваний предельных законов При конечности второго момента некоторые предельные 
законы получены в явном виде.

Ա. Ո-. (քարտիրոսյան, Ի. է. Դսւևիե|յաև

Կրիտիկական ռիսկերի մոտարկում ապահովագրական պայուսակներում

Առաջարկված է հաճախորդներին զուտ ապահովագրական եւ կյանքի ցմահ ռենտայի 

պայմանագրեր տրամադրող ապահովագրական ընկերության մոդել: Ապահովագրական վճար

ների 7 € (1,2] կարգի վերջավոր մոմենտի դեպքում ապացուցված են սահմանային 

թեորեմներ կրիտիկական ռիսկերի վերաբերյալ: Սահմանային բաշխումներն ստացված 

են ինտեգրալ ձեւափոխություևևերի տեսքով: Ապահովագրական վճարների երկրորդ կարգի 

վերջավոր մոմենտի գոյության դեպքում որոշ բաշխումներ բերված են բացահայտ տեսքով

A. R. Martirosyan, I. E. DanielyanApproxi ation of Critical Risks in Insurance PortfoliosThe stochastic model of the insurance company is considered which gives contracts with clearly insurance transactions, and life annuity contracts to clients. Limit theorems for 
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critical risks are proved under the condition of finiteness of the moments of the order 7 € 
J, 2] of insurance payments Results are presented by means of integral transformations 
for limit laws In case of finiteness of the second moment of payments some limit laws are 
received in explicit forms
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