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Анти плоская деформация составного цилиндра с поперечным сечениемв вид։» кругового сектора, вызванная продольным сдвигом по направлениюобраз /тощих, рассмотрена в [1,2]. В этих работах показано, что в случае,когда вызывающие деформацию касательные силы, действующие на цилинд-рической поверхности цилиндра г = а, составляют уравновешенную систему, а радиальные грани свободны, задача решается методом Фурье.1 . Рассмотрим случай, когда кроме сил, приложенных на цилиндрической поверхности г = а, действуют силы и на радиальных гранях по направлению образующих.В цилиндрической системе координат т, г составные части цилиндра занимают области, ограниченные координатными поверхностями р = -/3, р = 0, г = а и р = 0, у? = а, г = а соответственно. Причем 0 < (о,/?) < 2тг, 0 < а + /3 < 
2т, а > 0, ось г — образующая цилиндров.Из сказанного ясно, что контакт составных частей происходит по общей грани, лежащей на плоскости — 0.2 .десь и далее все величины, относящиеся к области — /3 < р < 0, будем обозначать индексом г = 1, а к области 0 < р < о —индексом г — 2.Как было сказано выше, для составного цилиндра, когда грани р = —(3 и р о свободны от воздействия внешних нагрузок, а на цилиндрическойповерхности г = а приложена уравновешенная система сил, действующих
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ПО на фавлению образующих, методом разделения переменных получается точное решение антиплоской деформации.При введении функции напряжений К(т,<р) задача сводится к решению уравнения Лапласа [1,2] △Г,(г,<р) = 0 и ,с граничными условиями Г1(г,а) = 0, Г2(г, ֊0) = О,1 д!<\ (а, р) 
а др

1 0Г2(а, у) 
а д<р = т/2(<р)и услсвиями на линии раздела смежных областей р О

дГх (г, 0) = 0Г2(г,О) 
др др ^(г,0) = Г2(г,0),

(1.2)
(13)
(1.4)где

_ Сч -г — /<' С’ 1
И — ~7Г-> т — + 67),

Ь2 2

Сх — модули сдвига, /,(</?) — произвольные функции, удовлетворяющие условиям равновесия системы внешних сил [1].Методом разделения переменных для задачи (1.1), (1.2), (1.4) получено следующее общее решение:
ОО

Г.{г,р) = У"гЛк(Л^)СО5ЛЛ(р+ В,(к)йш Хкр), 
к -1где Ль - собственные значения, являющиеся корнями уравнения81П А/3 сой Ла 4֊ р 8Ш Ла сой АЗ — 0.2. Решение рассматриваемой задачи ищем в виде суммыФ,(г, р) = Г,(г,у>) + У^г.р), (2.1)

где Г,(г,у?)-решение задачи (1.1)-(1.4), а Ц(г,^) удовлстворяс! \равн»нию Лапласа Л И (г, 92) = 0, (2-2)условиям непрерывности напряжения и перемещения и: на линии р«» де смежи ых областей р = 0Ц(т,0) = У2(г.О), д\\(г, 0) _ дУ2(г.О) 
др ~М

(23)
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ус \овиям = тг/(2)г т ^У2(г,-(3) /г\Т^Г' -Я =-------- дГ~ = Т”\а) •которые соответствуют тому, что на радиальных гранях р = а и у? ֊ - 3 приложены нагрузки (г/ > 0 произвольная непрерывная функция), и,накоьец, условиям 1 0Ц(а, у>) 
а др

(2.5)отражающим тот факт, что силы, действующие на цилиндрической поверхности г = а, выражаются только первыми слагаемыми функции Ф,(г, р).Легко убедиться, что в силу линейности и однородности уравненияЛапласа сумма решений Г, и Ц также будет решением уравнения△ФДг,<р) = О (2.6)с условиями дФ| (г, 0) 
ду>1дФ։(а,р) . 1<ЭФ2(а,¥>)

-—7Гг.— = = ТЛ(¥’).а ар а ар<9Ф։(г, а) /г\ дФ2(т\ — /3) /т\------- _ - тт> г ) »---------------н:— = Т11 ~ • аг \а/--------------от \а/

(2.7)
(2.8)
(2.9)аналогично рассмотренным в пунктах 1, 2.Подобная задача для определения стационарного температурного поля всоставном круговом секторе рассмотрена в работе [3].3. Введем новую независимую переменную £ = т/а вместо г. Когда г изменяется в промежутке 0 < г < а, то 0 < £ < 1.Будем искать решение Ц(г, р) задачи (2.2)-(2.5) в виде рядов

ООИ«а,^) = Ло 4֊ £0п а0п (Ап соз/Зпр 4֊ Вп зш (Зпр},
п=1Уг«а։^) = Со

ОО

+ X- ^Па^П(^п СОБ0пр 4֊ Оп ВШ 0пр), 
п=1

(3.1)
где А), Лп, Вп, Со, Сп, 1)п — пока неопределенные коэффициенты, а показатели степеней /Зп также подлежат определению.Подстановкой (3.1) в уравнение (2.2) нетрудно проверить., что оно удовлетворяется тождественно.Перепишем условия (2.3) и (2.4) в новых переменныхЧ(0*,0) = ^(<а,0), аЦ(Са,0) дУ2(£а, 0) 

др др
(3.2)
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г„,п аи։(«а,-3) ------ = -’•'?(«). (3.3)Интегэируя (3.3), получаемЧК«.а) = -ат7/о(^) - цтС,
-0) = -атт^) - атС,где пМ есть неопределенный интеграл от данной функции г/«) а С-произвольная постоянная. Из (3.1) и (3.4) будем иметьООА) + Е сое0па 4֊ Япзт0па) = -ат^\п—1՝ 1 ' оо (3.5)Со+ £ ае"(С„сов0„/3 - Оп5'тв„/3) = -ат^).где положено С = 0.Представим функцию г/о(£) в виде степенного ряда

ОО'Л)(С) = Оо + 52а„^.
п=1

(36)
Согласно (3.1) и (3.2), получаем:А) + £ ^а^Ап = Со 4֊ £ ^0па^сп, п=1 п=1

£ ^а^/ЗпВп = £ ^а^0пОп.
п=1 п=1

(3.7)
Г риравнивая коэффициенты при одинаковых степенях £ в левых инравы к частях равенств (3.7), получаем:

^0 — £-(Ь (3.8)
Подставив затем (3.6) в (3.5) и повторив ту’ же процедуру, получимДо = -ата0, Апсоз/Зпси 4 2?пзтД»а = -тапа

Со = —ата0, Спсо5[3п/3 - Опзт/3п(3 - -гс^а

(3.9)
Из (3.8) и (3.9) получаем систему двух неоднородных алгебраических уравнений первой степени для определения коэффициентов ( п и Вп.

Сп сов 0па 4֊ ц/9п зт )Зпа - - га^а

-тап
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По теореме Крамера эта система имеет одно определенное решение, если определитель системы Д(Д։) отличен от нуля:△(&) = -(сой Да йш/Зп/5 4- д йш Д а сой Д 0) / 0.Отсюда ясно, что показатели степеней /Зп в (3.6) не должны быть корнями уравнения (1.5). .Подставив найденные коэффициенты в (3.1), окончательно получим:ООЦ (£а, <р) = —таад + та^ ֊<֊? [м сой Д£ зш (Зп<р+п=14- йш Д/Зсой Д</> 4- цып Д(а - </?)], (3.10)Ц«а, <^) = -таао 4֊ та |/7 ып/Зпа сов [Зп<р-

- сой 0па йш /Зп<р 4֊ ып/3п((3 4֊ </?)]•Для составляющего напряжений будем иметь:
.(О ^Г1(г,<р) 

дт
Д^п△(А) [дйш Д(«р ֊ а) —(г- 9?) = ֊

- ц СОЙ Д/3 Й1П (Зп<р - Й1П (3п/3 СОЙ Д</>], (3.11)
Дп-1

Ж) |сой Дазш Ду?—
- дет До сое Ду? - ып(Зп(^> 4- /?)].Подобные формулы получаются и для составляющего напряжения При ,7 = 1 отсюда получаются решения, соответствующие однородному ЦИЛИ! дру.4. Использовав решение, построенное в (2] для случая, когда (3 = За, 

а тг/4, рассмотрим решение задачи (2.6)-(2.9), когда на радиальных гранях у?--3иу? = а приложены определенные нагрузки.Пусть г/о(£) “ где в] > 0 —безразмерная постоянная. Представим в виде степенного ряда
ОС

1ё< = ^2 

п=1

2»(2». _ 1)Д ,(2т։)’ ? (4.1)1

где Ви~ числа Бернулли. 64



В данном случае (0 = За. а = я/4| собственными значениями являются^-1 - 6 + 4(п - 1), иг„ = 2(2п - 1), йп_, = _6 + 4п>
Ргп = 4п, <5 = - агссоя -- -------- ,* 2(д + 1)которые не совпадают с 0п = 2п - 1 для неоднородного цилиндра (/- / I,Случай однородного цилиндра (д = 1) не описывается принятой функцией т/о(^) = а вернее, принятым разложением (4.1) Колечно. этоне означает, что с физической точки зрения нельзя на однородный цилиндр приложить соответствующую (4.1) нагрузку. Просто из эмпирических данных известное распределение нагрузки, когда аппроксимируем функцией = 

е\ 1бХ соответствующей разложению (4.1), использованный математический аппарат становится бессильным для описания рассматриваемого механического состояния. Из (2.4) имеем^(г.а) = -0) = = те։ = тех сое՜2(4 2)Из построенных решений (3.10), (3.11) заключаем, что в рассмотренном в этом пункте случае присутствие особенностей составляющих напряжений в кусочно-однородном цилиндре (в полюсе г = 0) обусловлено только первыми слагаемыми дР՝(г,<р)/дт, выражения которых приводятся в [2]. Часть поля напряжений, возникающая от задачи (2.2)-(2.4) при тх)(() = 61 tg£, особенностине дает.
т^соз՜2 £

Рис. 1Характер распределения внешней нагрузки <п?(£) на радиальных гран цилиндра с полукруговым поперечным сечением приведен на рис 1На основе результатов, полученных в настоящем пункте, п пр(г. 0) на линии раздела - 0графики изменения слагаемого напряжения т^.65



составных частей, являющегося следствием только нагрузок (4.2). На рис. 2 дхя трех значений параметра д приведены графики изменения слагаемого 
т*։(г.0) напряжения т^г на линии раздела у? = 0. Кривая 1 соответствует значению д = 1.236 (<7։ = 4.178- 10|ОН/м2, (72 = 3.381 • Ю10Н/м2), кривая 2- значению д = 5.759 (С։ = 3.381 • 101ОН/м2, G2 = 0.587 • Ю10Н/м2), а кривая 3֊ значению д = 13.708 (G։ = 8.047 • Ю10Н/м2, G2 = 0.587 • 10|ОН/м2).

Из построенных графиков видно, что напряжения т’г(г, 0) по абсолютной величине намного болыце, когда неоднородность цилиндра меньше (д - 1.236)Таким образом,' когда система сил, действующая на цилиндрической поверхности цилиндра г = а, уравновешена, а радиальные грани свободны, т е. когда цилиндр совершает инерциальное движение, то задача ог ределения антиплоской деформации решается методом разделения переменных с нахождением собственных значений (задача Штурма — Лиувилля о собственных числах), а когда цилиндр, совершая поступательное движение, движется с ускорением, только под действием систем сил, приложенных на радиальных гранях, то задача нахождения поля напряжений при антиплоской деформации опять решается методом разделения переменных, но в этом случае с определением множеств чисел, не являющихся собственными.
Институт механики НАН РА
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, П.В. Галичян

Напряженное состояние составного цилиндра с секторным поперечным сечением 
при действии касательных нагрузок

Исследовано напряженное состояние составного цилиндрического тела, пред 
варительно подвергнутого антиплоской деформации под действием уравновешенной 
системы сил. Эта система сил действует на цилиндрической поверхности цилиндра 
вдоль образующей. Затем на радиальных гранях цилиндра приложена добавочная 
неуравновешенная или же уравновешенная система сил, также действующая вдоль 
образующей. Построено поле напряжений, возникающее от действия добавочной 
нагрузки.

Պ. Վ. Գալպճյան

Սեկզւորսւյին |ւսյևւսկաե հատույթով կազմածո գ|անի (արկածալին վիճակր շոշափող 

բեոևերի ազդեցության դեպքում

Հետազոտվել է կազմածո զյաեայիև մարմնի լարվածայիև վիճակը Հավասարակշռված 

ուժերի համակարգի ազդեցությամբ նախ գլանր ևնթարկվե| է հակահարթ դեֆորմացիայի 

Ուժերի այդ համակարգը կիրառվել I. գլանային մակերևույթի վրա ծնխնևրի երկայնությամբ 

Այնուհետև շաոավդային նիստերի վրա ծևիյևերի երկայնությամբ գործող մեկ կողմ ուղղված 

չհավասարակշռված կամ հավասարակշռված ուժերի համակարգով եևթարկվել Լ լրացուցիչ 

դեֆորմացիայի: Լրացուցիչ դեֆորմացիայի աոաջին դեպքում շոշափող ուժերի ազդեցությամբ 

գրյյևր ստանում է արագացոււք շարժվելով համրնթաց Երկրորդ դեպքում շոշափող ուժերր 

հավասարակշռված ևև. և տանը շարժվում է իներցիայով: Ցույց է տրվել, > ր ւրացացխ 

դեֆորմացիայի այս երկու դեպքերում, որոնք առաջանում են միայն շաոավդային նիստերի վրա 

գործող ուժերի ազդեցությամբ, լարումների դաշտի որոշման խնդիրը հակահարթ ղևֆււրււացխ 

դեպքում կրկին լուծվում I. փոփոխականների անջատման եղանակով, բայց այս անւ ամ որոշվու.։ 

Է սեփական արժեքների բազմություն ^ներկայացնող թվերի բազմություն

P. V. Galpchian

Stressed State of Compound Cylinder with Sector Cross-Section under Tangent Loadings

The stressed state of a compound cylindrical body which had und< rg< nt 
planar deformation under the action of the balanced system <»f forces i. n t 
force system acts at the cylindrical surface along the elements of the I . .
additional balanced or non-balanced force system also acting along tht cy
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is applied at the radial facets of the cylinder. The stress field due to the additional loading
is constructed. •’ ' . ’
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