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Направляющим фактором при изучении нами вопросов интерполяции 
является известная теорема Котельникова [1].

Если последовательность {с*} е то ряд • ’

/(г)
sin 7r(z — k) 

tt(z — к)

равномерно сходится на любом компакте, сходится по норме Ь2(К) на 
вещественной оси и дает линейное отображение всего пространств։! £2 на №п, 
причем

Ւօօ
У i/(^)i2^ =

-оо

+ оо
52 ы2-

ОО
(2)

Здесь через ИД обозначаем класс целых функций экспоненциального типа 
(ц ф.э.г.) 7г, интегрируемых в квадрате на вещественной оси.

Р з равенства (1) следует, что /(£) = с*.
В дальнейшем данная теорема была обобщена в различных направлениях 

Б. Я Левиным 11, 2], его учениками, а также Пойа и Планшерелем |3).
М. М. Джрбашяном обобщенная теория преобразований Фурье в 

комплексной плоскости [4] позволила вышеприведенные интерполяционные 
задачи рассматривать и решать в более широких классах целых функций [5-7].
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Е« настоящей работе исследованы аналогичные интерполяционные задачи
в весовых классах целых ункций многих переменных.

Пусть 1 < р < оо, ֊1 < ги, < р - 1, 0 < а, < ос, г = 1>. 
В дальнейшем мы всегда будем подразумевать под и» — (и>1,... шп), о -

,<7П)- Обозначим через 14/р,и' (Сп) пространство целых функций /(г) = 
,гЛ) экспоненциального типа с нормой (ц.ф.э.т.)

нп
,Tn)|p |xi|w։---|xn|w’։dz1--.dxn = у |/(х)|р< 4֊оо. (3)

Rn

При т. = 1 эти классы рассматривались в работах [5,6] Оказывается, что 
пространство 1Ур>а (СЛ) является банаховым пространством с вышеуказанной 
нормой (3). Введем специальный класс 5д։, ,дп функций, являющихся 
естественным обобщением класса функций типа синуса в многомерном 
случае.

Следуя работе [5], обозначим через 5Х (-оо < и < +оо) класс 
ц.ф.э.т. < а 5(г), удовлетворяющих следующему неравенству, при некоторых 
полож ительных константах с, С, К:

О < с < |S(z)z-*| < С < ос

при |I։nz| > К, inf |z* - z,| > 0, {z*}“0 - последовательность нулей функции 

5(z).
Обозначим через SA(z) = 5д։>. ,дп(г) = (^)Sa2(^2) • • ■ SaJ-^) (-֊ex? < Л, <

-boo), где SA,(z։) 6 Sa,. Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть S(z) € S\, где -оо < А, < +оо, {֊Г}0 ~ последова

тельность корней соответствующих функций S։(z,), расположенная в порядке 
неубывания модулей. Тогда

1) для любого 6 = ((51,... ,<5П), (5, > О существуют такие т(6) > 0. Л/(<5) > О, 
что вне 8-окрестности множества корней, те. на множестве П {2; \z ~ z $<•

где zk = {zf, zf,... , zj}, имеют место неравенства

m((5) (1 4- |?i |)A1 •■•(14֊ |zn|)A" |S(z)| (5)
лед (i 4- i^ii)Ai • • • (i + i*ni)A~ ^'v։l • • •effn|ynl;

2) если pk - кратность появления zk во всей последовательности (с, }0 , 

i=l, г՝., то

^S{zk)
zi Z2 - • ■ ’г,

»с(1 + |4|)Л1--(‘ + К1)л”;
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3) при некоторых положительных константах с, С, К (зависящих от
функций S(z)), выполняются равенства

О < с < |S(z)zfA1 • е~ <7п|1тгп| (7)

когда |ImzJ > A՜, i = 1, и и inf |z* - zf | > 0.
Доказательство всех трех пунктов выводится непосредственно из анало

гичных свойств соответствующих составляющих функций S(z), указанных в 
работ? 15|. ՝ ‘ |

В частном одномерном случае при х = 0 класс Sx является подклассом 50 
функций типа синуса, которые не имеют кратных нулей, впервые введенных 
Б. Я. .Левиным (2).

Как уже отмечалось выше, цель нашей работы — решить интерполяци
онную задачу в весовых классах целых функций многих переменных (Сп) 
с нормой (3). Решить интерполяционную задачу в классе lVJ>u'(Cn) означает 
найти функцию /(z) данного класса, удовлетворяющую интерполяционным 
условиям при соответствующих интерполяционных узлах.

Пусть функция S(z) € & и z = — последовательность ее корней.
Согласно обозначениям, введенным в работах [5,6], обозначим через sk 1 и 
рк кратность появления числа z* на отрезке {z_,}J и во всей последовательности 
{z;}0 соответственно. Введем в рассмотрение полиномы

Pk-Sk

= 52 a„(zk)(z - zk)v 
p—0

(k = 0, oo), (8)

где au(zfc) = —

9k(z}

, а также функции

(3к(.г) — целая функция и в частном случае, когда все нули з(г) простые, як = 
рк = 1 и из (9) следует, что

s'M^z - Zk)

Далее введем в рассмотрение функции 5,(г,) е 5А|, i = Т~п, Р? и
5* - последовательности соответствующих корней и кратностей. Теперь 
через 5(г) = 5(г։, г2,... , гп) обозначим следующее произведение 5(г) - 

• • - Ь'п(гп). Эта функция от п переменных, которая принадлежит 
вышеупомянутому классу 5А։....Ап, и, в частности, целая экспоненциального
типа по каждому переменному и соответствующий тип : = 1, п. Для
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каждого $(*,) построим соответствующие функции П,(г։), основ яваясь на 
одномерном случае (9)

______ S|(Zi)g,(x,)______  
(։* - 1)! (z.-z^՜^'

5.(Z,)

*/=0
(10)

Так как каждая функция з»(х») целая и имеет нуль кратности р* в точке г, — г*, 
то П*(г<) - также целая функция. Через 9х(г) = ........гп) обозначим
соответственно функцию от п комплексных переменных следующим образом

П’Ю = ЩчМЫ ■ ■ ■ М = П ОГ(г<), (И)

где х == (г’1, г2,... , ։п). Ь = 0,оо.
Опираясь на одномерный случай, доказываются утверждения:

а) Пусть 5(г) € 5А1....Ап и рА, +га» < р - 1. Тогда Ох(г) €
б) Функции системы {^х(^)}х€цп удовлетворяют следующим интер юляцион- 
ным данным:

^’?-i+«?-i+ +^n֊iQx - / 1։ х = х>’

д3''Zid3? z2 • '} (0, х / хг
(12)

Рссмотрим ряды по функциям системы {Ох(г)}хеЯп, иначе говоря, ряды 
вида

/(г) = схЯх(Д (13)
хек;

где {сх}хеап — некоторая последовательность комплексных чисел. Нас 
интересует вопрос: когда этот ряд определяет функцию из класса И%՛՛ ?

Пусть * = Гп, последовательность нулей функции $(г) € 5А1 Ап
Обозначим через ^А|а։.,'А;|и’п = (1 < р < ею, -1 < ад < р - 1) класс
последовательностей комплексных чисел {сх}х€цп, удовлетворяющих условию

11{сх}И<г = }՜ 1/Р
<+оо. (14)

Очевидно, что с данной нормой является банаховым пространством.
Теорема 2. Пусть { г* i = Т7п, последовательность всех нулей функции

S(z) 6 S*..... л. иш, +рА, 6 (-1.Р- 1)- Тогда
1) для любого элемента {(!«} € ^А u Ряг\

f(z) = 52 cxQM<*) 

x€R7
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сходи гея по норме пространства Ии определяет функцию /(г) из класса 
Нудовлетворяющую интерполяционным условиям

д3՝ ~1 г։ -122 • • • д3** -1 гп
— Сх — Сц,... ; (15)

2) кроме того справедливы неравенства

Н/и х 1|{ах}||€- (15')

(символ х означает, что отношение величин, стоящих в правой и левой частях, 
заключено между двумя положительными постоянными).

Справедлива и обратная теорема.
Объединив эти результаты, мы приходим к следующей общей теореме.
Теорема 3. Пусть г = 1~п — нули функции 5(г) € 5аь.где 

ш։ + рХ, € (—1,р — 1). Тогда ряд (13) осуществляет линейное топологическое 
отображение всего пространства на пространство И'р^С’1), причем
справедливы условия (15) я неравенства (15').

Отметим, что в специальном случае, когда ш = О, Л = 0, ряд (3) 
преобразуется в ряд

+оо
= Е

— эо — ОО

8Ш 7Г (21 — тп^) б։п тг (2п — т՝п)
тг(гп֊т,п)

котор лй рассматривался в работе Пойа и Планшереля [3]. Когда ш = 0, п = 1, 
А = 0 имеем, в частном случае, теорему Б. Я. Левина [2]. И наконец, при 
п = 1 получаем теорему, выведенную в [6]. Частным случаем теоремы Пойа- 
Планшереля при и = 1 является теорема Котельникова [3].

Б дальнейших исследованиях получен ряд новых результатов о ба- 
зисносги систем функций типа Миттаг- Леффлера (в двумерном случае), 
ассоциированных с последовательностями нулей целых функций определен- 
ного }ласса (обобщающего класса целых функций типа синуса в двумерном 
случае). Основой для этого послужили замечательные асимптотические 
свойс тва целой функции типа Миттаг- Леффлера 

(р > 0, -оо < р < +оо)

порядка р и типа о - 1.
">ти результаты в одномерном случае являются дискретными аналогами 

интегральных преобразований М. М. Джрбашяна с ядрами Е](2;д).
Пусть р = 2, 1 < и>, < р - 1, 0 < ст, < оо, г = 1,2. Для класса функций 

1Л/^и'(С2) установлена следующая теорема о параметрическом представлении, 
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которая в специальном случае, при п — 1, содержит в себе теорему, 
установленную М. М. Джрбашяном.

Теорема 4. Класс ИД՛^’'3, < и>։ < 1, а, > 0, ։ — 1,2у совпадав! с классом
функций, допускающих предствление следующего вида:

<71 <72
У У ^1(гт1г1;д1)/?1(1т2г2;/^)<р*(тьт2)|т1|м։~1|т2|мз"1</т1(1т2, 

-<7| -<72

(16)

Х1)1
где щ = 1 4- —, г = 1,2, ^’(п.тг) е Ь2(£)), где О - {(֊а),^) х (֊ст2,а2)}.£

С использованием метода М. М. Джрбашяна построения биортого- 
нальных систем [7] и результатов работ [8), связанных с базисностью 
систем функций типа Миттаг-Лефлера в соответствующих пространствах и 
выведены аналогичные результаты в пространствах И'Д^’4'3. Рассмотрим 
функции з,(г<) € За,, г = 1,2, ~ последовательности соответствующих
корней, .<?* > 1, р* — кратности появления элемента г* соответственно на 
отрезке и во всей последовательности Пусть <т, > 0, ֊ < и, < 1,
г = 1,2. Имеет место следующая теорема.

Теорема 5. Система функций

(глг[;М1) (и֊!/*։-1)^4 ։) (гт#!՜1) х |т։|«-։|т։|«-։ ) , (17)
1 (Лр)

где щ 1 4 у, -1 < и», 4- 2А, < 1, является базисом Рисса в пространстве к2 (О}, 
т.е. любая функция /(Х1,т2) 6 к2(1)) единственным образом разлагается в ряд

/(Х1,2:2) — ^(<,р)(/)с(Лр)( -г ь

(Лр)

(18)

сходящийся по норме пространства 12(О), где коэффициенты опреде
ля юте я следующим образом:

-<7| -02

(19)

Н/1к։(£>) х ||{с(Лр)}Иг3 • (20)

Рассмотрим несколько специальных случаев этой георемы, которые 

представляют особый интерес. г
1. При = 1. «5 = 1 им, = Р, = 1 система функций образует

базис Рисса в £2(Р).
2. При «' = I, 4 = 1 и я, = 1. № / ։ ‘истсма ФУНК|(ИИ
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֊[ е,т*4 Е1] (гг2х^\ д2) кгк2՜1) образует базис Рисса в Л2(Р).

3. При «{ = 1, = 1 и д։ / 1. мз / 1 система функций
{Е\ |т1|М։~1Е1 (1т22£;/22) КгН՜1}^ образует базис Рисса в Ь5(Р).

['•ведем в рассмотрение функции «1(21,1/1) и «2(22,1/2):

«1(21,1/1) = - Ех(-га}г^У1), О "С 1/| < 2, «1(21,1/1) *5(1-р։)> (2Г)

«2(22,1/2) = Р1(։<7222; 1/2) — Р1(—1сг222; п2), О < 1/2 < 2, «2(22,1/2) € бц-р,). (22)

С другой стороны исходя из (21) и (22) имеем

«1 (г։, и) = 2»г։£?1/2 (-<7?*?; 1 + и), 

«2(г2. »1) = 2։ЗгЕ1/2 (-<Ф2;1 + "г) ■

(23)

(24)

Как известно, все нули функции £1/2(2;/1) при 1 р 3 простые и 
вещественные [7) Отсюда и из (23), (24) вытекает, что все нули функции 
«1(21,и) и «2(22,1/2) при 1 Р1 < 2, г = 1,2 также простые и вещественные.

Рассмотрим системы вида

{/?! |Т1|М1 1Е1(гт24;м2)|т2|мз 1 },р = {еР1 (п; гг() ема (т2; гг?)}(,р). (25)

Теперь, используя метод М. М. Джрбашяна, определим систему, биортого-
нальную системе (25).

Теорема 6. Системы функций {Е^гг*' Х1;М1)|Т1|М1 1хЕг(гг^12;д2)|т2|ма ։}(Л1 Лз)

( е/?1 ((<71 - |Ж1|)ддги1з41) х ед ((<72 ֊ |х2|)«рп д?2; 12^)
[ (2?։;1/1) х «2(2^3;Р2)

на О, где /3}>2 = 1 + р1>2 - д1>2.
(*։Л2)

биортогональны

В случае щ>2 = 1 (/31>2 = 1/1>2) система функций {еДх.гг*)}^ переходит в 
систему и получаем следующее.

Георема 7. Системы функций <е’г‘ 11 е"2 12 > и
I М*1Л2)

е0х ((<71 ֊ |Д1|)«упжг.г^1) едд ((<72 - |х2|)аугх2; гг^2) 
<7Г_1<7?-1«1 (^1;Р1) х з'2 (х!?,1/2)

(*|Лз)

которые образуют базис Рисса (после нормировки) в Ь2{О}, биортогональны 
на I ). Т

Ереванский государственный университет
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М. А. I алдуиц, С. Г. Рафаелян

Об интерполяции и базисное™ некоторых систем целых функции

Рассматриваются задачи интерполяции и базисное™ в банаховых пространст 
вах целых функций многих переменных Доказано, что ряды

являются решением данной задачи.
Исходя из данных результатов, а также теорем типа Винера —Пели изучается 

базисюсть систем функций специального типа в классе Ь2(£)) (£) - прямоугольник)

IT. U. Գալղուևց, Ս. Գ. Ռաֆայե|յան

Ինտերպո|յացիաև և բագիսուpjmնր ամբողջ ֆունկցիաների որոշ համակարգեր™մ

Ներկա աշխատանքում ուսումնասիրվում են բազմակի իևտերպոլյազիայի և լազիսության 
խնդիր!երը շատ փոփոխականների ամբողջ ֆունկցիաների բանախյան տարածո թյունևերում 

Ապացուցվում է, որ այդ խնդրի |ուծումներր հետևյալ շարքերն են.

Հենվե|ով այս արդյունքների վրա, ինչպես նաև օգտվեյով Վիներ-Պելիի տիպի թեորեմնե
րից, հետազոտվում է ևաև հատուկ տեսքի ֆունկցիաների համակարգերի բազիսությունր Լ՝ 1 

(Լ) • ուղղանկյուն է) դասում:

M. A. Galdunts, S. G. Rafaelyan

Interpolation and Basis of Some Systems of Entire Functions

The present work deals with multiple interpolation and basis probit ms in som । 
of entire functions. It is shown that the problem solutions are given bv Iht .trn 

form - ..... #)px,:.
/(2) = £ <??-■,

Using this, and the Wie՜.__Paley theorems, the basis property of some spe c ial tvpt
systems are investigated in the class L?(D), where 1) is a rectangle
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