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ТА Данная работа является естественным продолжением статьи (1). где 
приведены некоторые структурные свойства ядер теплицевых о 1ераторов. 
Здесь на основе результатов [ 1 ] для широких классов матриц-функций (далее 
м.-ф.) порядка п х п, определенных на замкнутом контуре Г комплексной 
плоскости, вводится понятие частных индексов, представляющих из себя 
набор п элементов множества 2 = 2и {±оо} (с естественной упорядочен
ность о). М.-ф. С, имеющие конечные частные индексы ••• С *п.
допускают представление вида

G(t) = G_(t)A(t)G;’(t) (* € Г), (1)
• ♦ 1

где Л'<) = (Над [I*',... ,ГХп], м.-ф. б*1 аналитичны во внутренней области 
контура, м.-ф. б^1 аналитичны во внешней области контура (включая оо) 
и кроме того м.-ф. О± обладают дополнительными граничными свойствами 
Представления такого типа мы называем индексной факторизацией м.-ф. С. 
Понятие индексной факторизации естественно в том смысле, чтэ если м - 
ф. С допускает факторизацию Винера —Хопфа, то (՛ допускает и индексную 
факторизацию, которая в данном случае совпадает с факторизациег Винера - 
Хопфа.

Пусть многосвязная область комплексной плоскости, содержащая 
точку 2 = 0, граница Г которой представляет из себя совокупность конечного 
числа замкнутых непересекающихся жордановых спрямляемы?: кривых. 
Через И՜ будем обозначать дополнение к 0՛ в расширенном комплексной 
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плоскости С, <з через £р, 1 р оо, подпространство функций из Ьр (= £Р(Г)), 
совпадающих почти всюду на Г с угловыми предельными значениями функций 
из класса Смирнова Е± области О41. Множество функций из £՜, исчезающих 

О
в бессонечности, будем обозначать через £ “. Оператор, проектирующий 

ОО о
прямую сумму Ср = £4 +£ ~ на £+ (£ ") параллельно £ " (£*), обозначим 
через Р±. Условимся также пространство вектор-столбцов (матриц) порядка 
п (п > т) с элементами из линейного пространства X обозначать через Хп 
(\-nxmj а действие проекторов Р± в Ср (£рхп։) понимать покомпонентно.

Следуя (2], под правой факторизацией (далее ИлЯ(г,р)-факторизация) м.- 
ф Св пространстве £р (I < р < оо) относительно контура Г будем понимать 
представление вида (1), где (7± € (£*)пхп, (<7±)՜' € (£*)”*” (<7 = р/(р - 1)). 
А(() = сЬад '/Х|,... X] х^ — целые числа. Как известно (см. |2]), 
числа х։,... . хп определяются однозначно и называются правыми частными р- 
индексами. В данной работе эти числа мы будем называть \¥Н(г, р)-частными 
индексами м.-ф. С. Факторизация более общего типа, допускающая наличие 
бесконечных индексов, введена и рассмотрена в [3,4].

2°. Пусть С м.-ф. порядка п х п, элементы которой почти всюду на 
контуре Г принимают конечные комплексные значения, ТР — пространство 
всех з.-ф. (вектор-функций) р+ € (£р)п таких, что Ср+ 6 £р, Р՜ — 
пространство всех в.-ф. <р_ 6 (£р)л, для которых существует р е С” такое, 
что Пусть Тр((7) — оператор Теплица с областью определения
Рр, действующий по формуле Тр((7)<р+ = Р+((7(р+), а т+ (а € С) и г՜ (а € 
С \ {С}) операторы сдвига, действующие на функцию (соответственно на 
в-ф. и м.-ф.) / по формулам (т+/)(г) = (Г - а)/(Г), т~ = - 1-т* (то ) '• 
В частности предполагается, что = (тд4)՜1. Обозначим через 
(7 € 2) ядра операторов Тр С}. Если то в.-ф. <р_ =
(т(|՜) Ср. назовем ^-двойственной к <р+. Множество в.-ф. ^-двойственных 
к элементам множества М С назовем ^-двойственным множеством к 
.4. Подпространство, ;-двойственное к ХрА, будем обозначать через Хр/. 
Следу* [1], подпространство ЛГр* = + (тд4)*1 ХД будем называть (р,})±-
наследственным подпространством, а его произвольное прямое дополнение

ь Лр*+1 (р.»±-индексным подпространством м.-ф. С. Для числа п := 
V <йгпЛ4р справедливо неравенство п п (см. [1]). Наряду с М* для 

любого г± е И- определим подпространство Л/’Д^) = {<р±(з±); р± 6 ЛГ*}, 
^Р,7(гь) - {<^±(г±); <Р± € -МР7}- Если некоторого > е X ФтЛ/^(г±) < 
гпахйппЛ/г (г), то г± € И1 назовем 5-точкой м.-ф. О. Множество 5-точек в

не более чем счетно (см. [1]). В [1] доказывается также справедливость
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равенств:

dimA4^(z=) = dimA4pj = dimA4pj , J € Z, (2)

JVpj(*±) + Mp.SZ^ = ’ j e z. (3)

Из этих равенств следует, что числа n_ := dim! ПЧ7*) • Л+ := п ~
VeZ ' /

dim I U A^(z) I одинаковы для всех z G Q+, не являющихся s-точкой м -ф 
VeZ /

G. Л
Функцию рр : Z —♦ Ло (Ло = Хи {0}) определим с помощью равенств 

цРО) = dimA4< (j G Z) и др(±оо) = п±. Условимся х±оо>1 = ••• = ххэо>п± = 
±оо называть ± бесконечными (г+,р)-частными индексами м.-ф. G. Пусть 
{*Н» • • »ъ} = {j € Z; МрО) > 0}, zft < т/2 < ••• < ц, и др(ц,) = п. (i = 1........s).
Числа Х|,... , х„, определенные равенствами X! = ••• = х„։ = т/1( xni+i = ••• = 
><ni+na = И?........ ...+n,_1+1 = ••• = хА = Пз, будем называть конечными
(г+,р)-частными индексами. В случае п = п будем говорить, что м.-ф. G 
допускает конечную (г+,р)-индексацию.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. М.-ф. G порядка п х п, элементы которой почти всюду на 

контуре Г принимают конечные комплексные значения, имеет ровно п (г^р) - 
частных индексов, т е. n_ + п 4֊ п+ = п. Кроме того, если рр(-оо) = 0, то для 
любого fc G-Z

‘КшЛ'Д = - j)mpO). (4)

Доказательство. Пусть г/} < ••• < ц, все значения (г+,р)-частны> индексов 
м.-ф. С, тю,т)з+\ е г и цо По Ъ+1 > Ъ Из равенства (3) следует, что п_ = 
dimЛ'p1П0(z), п+ = п - д1тХрЛ,+1(2). как только г не является 5-точкой м.-ф. С. 
Из (2) следует также, что Л/'Д<+։(^) = ^’Р+»ю(г) + ^рл\ (*) + *••+ -Мр.п.(г) (г С П"). 
Отсюда, пользуясь равенством (2), получим п_ 4- п + = п. Если р},{—оо) = 0,
то = {0}. Тогда в силу теоремы 7 из (1] для г/г<к$п,+1 (/ = 1.. . ,А) имеет 
место равенство

V՜1.՜ = М+ 'vp.c 7 ’рл» 4- т0+Л4 P.9I
+... + +

Формула (4) является следствием последнего равенства.
3’. В работе (1] доказано, что подпространство Мр} является (р,;)֊֊ 

индексным подпространством тогда и только тогда, когда оно являе гея О 4- 1 • 
двойственным множеством к некоторому (р,)) + -индексному подпростран с гв у
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Если .*1 < ••• < все конечные значения (г+,р)-частных индексов м.-ф. С, 
а Л1± произвольные (р,<*)±-индексные подпространства, то ЛЛ* = АЛ* 4- 
• 4- ЛЛрЛ будем называть р±-индексными пространствами м.-ф. (7. Если
АЛ՜^ (А: = 1,... ,з) являются (& 4- ^-двойственными к АЛ^, то р±-индексные 
пространства м.-ф. будем называть двойственными.

Замечание 1. В [1] доказывается (см. теоремы 3 и 4), что м.-ф. Ф4 
(Ф՜), столбцы которого являются базисом р+ (р_)-индексного пространства ЛС 
(АЛ՜) м.-ф. С. обладают тем свойством, что для любой точки г Е Й+ (г Е 12՜) и 
ненулэвого и Е Сп в.-ф. (т*)՜4 Ф^е ((т՜)՜1 Ф~и) не принадлежит Т>р

Скажем, что м.-ф. С допускает (г4.,р)-индексную факторизацию, если (7 
допуссает представление (1), где С± и Л удовлетворяют следующим условиям: 
а) С7± Е (Ьр)п; б) д\я любых г Е П+. V Е Сп, V 0 в.-ф. (т։+)-|(7+и не 
принадлежит ТТ; в) для любых г Е 12՜, г» Е Сп, V / О в.-ф. (тд~)~1(7_и не 
принадлежит Р՜; г) Л(2) = (Над |2Х’,... , 2х”), где х։ хп — целые числа.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 2. Пусть м.-ф. С имеет конечную (т ±ур)-индексацию и Мр 

некоторые двойственные р±-индексные пространства м.-ф. С. Тогда м.-ф. 
С допускает (г-индексную факторизацию (1), где числа • •• хп 
совпадают с (г+, р)-частными индексами м. -ф. С, а столбцы м. -ф. С± являются 
базисом АЛ*.

Доказательство. Пусть (г+,р)-частные индексы х։ хп м.-ф. (7
принимают значения г/։ <•••<»/, с кратностями п։,... ,п3 соответственно, 
Л1р = АЛ*9։ 4- ••• 4֊ где (А: = 1,... ,з) являются (р,т^)±-индексными 
подпространствами м.-ф. (7, а ....... Скп некоторые базисы М* . Тогда
в.-ф. И~к = (т0+) ‘ СС*к (г = 1,...,а; к = 1,...,п։) являются базисом 
Мрт)к. В силу замечания представление (1) с м.-ф. Л(2) = [г*1,... , г*՞], 
<3’± = |С7*։,... , С7^п։,С£и ... ,С?±т] является (г^,р)-индексной факторизацией м.- 
ф С.

Замечание 2. В случае 0 < п < п для м.-ф. С7±, составленных из базисов
Р±-индексных пространств, остается справедливым равенство (7С7, = С7_ЛХ. 
При этом (7± Е (Ь1)”’ и (7± удовлетворяют условиям б) и в) с заменой п на п.

1еорема 3. Пусть м.-ф. С допускает (г +,р)-индексную факторизацию 
Н) ^р(֊эс) = 0. Тогда м.-ф. С допускает конечную (г±,р)-индексацию с 
। г причастными индексами, совпадающими с числами хь... , хп. Кроме того 
столбцы м -ф. являются базисом некоторых р±-двойственных индексных 
пространств.

Доказательство. Нетрудно заметить, что из условия б) сл(?дует, что 
с!е1Г/’((1) / 0и потому ФтЛ/^+ДО) = п. Но тогда п+ = 0, т.е. м.-ф. (7 допускает 
конечную (г+.р)-индексацию. Пусть (г+,р)-частные индексы Х1 '• Хп
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м.-ф. G принимают значения < ... < т/, и G = Х.Л^Х^1 является (г+,р)- 
индексной факторизацией, построенной в теореме 2. Из теоремы 7 [1] следует 
существование полиномиальной матрицы Q такой, что G+ = X+Q. Нетрудно 
видеть, что из условия б) и равенства G_ = X_AxQA;։ следует, что detQ(z) / О 
для взех z € С, т.е. detQ является отличной от нуля постоянной. Пусть 
Q=(-Z.+։):>=t.X.-'G=(,-)"j=1.TorAa

Оь+Г"'*Ч=«Й (^>J 1,... , п). (5)

Пользуясь разложением Лапласа и равенством (5), нетрудно убедиться, что 
х, > X» (։ = Учитывая, что С}՜'՛ = С^Х՜ также является 
полиномиальной матрицей из симметричных соображений, получим, что .\х 
Лх. Подставляя в (5) *։ = х;, можем заключить, что д4 = 0 для ] < . и Ледд* 
х? - х։ для j г. Отсюда следует, что м.-ф. С}՜1 допускает блочно-треугольное
представление 1 = (Ни)",=1, где Н,} = 0 при 1>]И (1едН,} - ц при г у
Пусть ....... ,С;>П։ столбцы м.-ф. С+, Х41։... ,Х*П1,Х£----------------------- Х;П։
столб ды м.-ф. X4, О* = [<7+п... л,4 = [Х41։... ,Х4П։]. Очевидно, что
X4 = G՝ Н}1 4֊ G? H2l 4- ••• 4֊ G*Н„. Отсюда нетрудно заметить, что в.-ф. G*r*
(г = 1,... ,п։) принадлежат Лр\+։, но не принадлежат Л/4^. Из равенства 

n", =d,m = dim s {G4P... ,G4n։} следует, что span {G4,
является (?/,,-индексным подпространством.

Следствие 1. Пусть для м.-ф. С /1р(-оо) = 0 и С = С_ЛХС;‘, С = 
(С*)՜' две различные (г + ,р)-индексные факторизации м.-ф. С. Тогда 

и существует невырожденная полиномиальная м.-ф. - (дм)"и=։
с д,; =0 при ] < г, 4едд1} — х, при ] г и такая, что
С_ = С_ЛХ<5А՜’. Обратно, если определены по данным формулам, а 
представление С = С_ЛХС^։ является (г +,р)-индексной факторизацией м - 
ф. С. то представление С = С'_ЛХ (С^)՜1 также является (г+,р)-индексной 
факторизацией м. -ф. G.

4°. Установим связь между И/Н(г,р)-факторизацией и (г+,р)-индексной
факторизацией.

Теорема 4. Пусть м.-ф. О допускает И7Н(г,р)-факторизацию (1 < 
р < со). Тогда справедливы следующие утверждения: м.-ф. С допускает 
конечную ,р)-индексацию, причем ее (г+,р) -частные индексы совпадают с 
\УН(т р)-частными индексами; И’Щур)-факторизация м-ф. С одновременно 
является и (г+,р)-индексной факторизацией; произвольная (г+,р)-индексная 
факторизация С является И7 Н (г, р) -факторизацией.

Доказательство. Пусть представление (1) является И Н(г, р)-с|)акториза- 
цией м.-ф. С, №Щг,р) -частные индексы х, (г = 1....... п) принимают значения

0 == !»••• Л) с кратностью пл (» = 1,... 7 = !»••• .”•) столбцы м.-
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ф. С ь и < • • • < т]к < т]к+1, где т//с+1 произвольное целое число. Нетрудно 
заметить, что = {0} при э т]{ и система в-ф. {(т0+)‘ }} (тт՛, = 1 г; 
3 = 1 пт; £ = 0,... ,- 7/т - 1) является базисом Л^՜, при //,<}< 7/,+ ։ 
(I = 1.... , А). Отсюда следует, что <р++1 = Ад ПРИ > € г\0?1....... Пк} и =

Д). Таким образом, числа ••• хп
являются (г+,р)-частными индексами, а = span{G^,... ,G*n} ~ (??, +
])-двсйственными индексными подпространствами м.-ф. G. Из теоремы 2 
следуэт, что (1) является также (г+,р)-индексной факторизацией. Последнее 
утверждение теоремы следует из теоремы 2.2 [2] и следствия 1.

Замечание 3. При некоторых ограничениях на м.-ф. О (см. замечание 1 
[!)) нетрудно доказать, что условие в) (г+,р)-индексной факторизации 
выполняется автоматически и для г £ Г. Заметим также (см. замечание 2 (1]), 
что аналогичным образом могут быть введены понятия (г_,р), (£±, р)-частных 
индексов и (г_,р), (£±,р)-индексной факторизации.

Ереванский государственный университет

А. Г. Кам ад ян

Индексная факторизация матриц-функций

Понятие частных индексов обычно ассоциируется с факторизацией Винера — 
Хопфа. В статье понятие частных индексов введено на основе структурных свойств 
ядер теплицевых операторов. Вводится также понятие индексной факторизации 
матри хы-функции Для матриц-функций, допускающих факторизацию Винера - 
Хопфа, индексная факторизация совпадаете факторизацией Винера — Хопфа.

Ա. Հ. Քամալյաև

Մ՜ատրից - ֆունկցիաների իևդեթսային ֆակտորիցացիա

Ս՜ասնավոր ինդերսների գաղափարն ընդհանրապես սահմանվում է Վիներ-Հոփֆի 
ֆակտր րիգացիայի գաղափարի հետ միաժամանակ: Հողվածում մասնավոր ինղեքսևևրր ներ
մուծված են տյոպփցյան օպերատորների կորիզների կառուցվածրային հատկությու սևերի հիման 
վրա Ներմուծվում է նաև մատրից-ֆունկցիայի ինղեթսային ֆակտորիզացիայի գաղափարը: 
Լիներ-Հոփֆի ֆակտորիգացիւս թույյ տվող մատրից-ֆունկցիաների համար իևղերսային 

ֆակտր րիգացիան համրևկևամ Լ Վիներ-Հոփֆի ֆակտորիգացիայի հետ:
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A. H. Kamalyan

Indice Factorization of Matrix Functions

The concept of partial indices of matrix functions is usually associated with the 
Wiener-Hopf factorization. In this paper the concept of partial indices is entered on the 
base cf structural properties of kernels of Teoplitz operators. The concept of indice fac
torization of matrix functions is also entered For matrix functions which are admitting 
Wiener-Hopf factorization, the indice factorization coincides with Wiener-Hopf factoriza
tion.
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