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Пусть И - единичный крут на комплексной плоскости и пусть и (г) - монотонная неотрицательная функция из класса /?(0. 1). Обозначим через А*, класс голоморфных в круге функций /(г), для которыхн/(г)11л;, = / о>(1 ֊ |z|) log1 \f(z)\dm2(z) < +oo.
DОтметим, что при и(?՝) = (1 — г2)^, /3 > —1, эти классы впервые быливведены и подробно изучены в работах М.М.Джрбашяна [1,2|. В дальнейшембудем предполагать, что и(г) удовлетворяет условию

Sup 
0<г<1 iv'(r) = < +оо.При этом предполагаем, что 0 < < 1 имеет место, когда а/(г) монотоннорастет.В данной работе получим полное описание тех неотрицательных мер М на .0, для которых имеет место вложение в пространстве А*. Основнымрезультатом работы является следующаяТеорема 1. Пусть р - конечная неотрицательная мера в единичном кр\ю 

Т), Тогда следующие условия равносильны:

а) / logՆ |/(^)|ժ/Հշ) < С / log4՜ |/(z)| • ւՀ1 ֊ խ|)մրո2(շ), 
D D

6) ւՀՀՃւ) < const • /2, 337



где С - некоторая постоянная, а

Доказательство. Докажем импликацию а)=>б). Рассмотрим функцию у(г) из класса А^, т.е.
Тогда функция /(г) = ехр{^(г)} будет принадлежать классу А*. Следова­тельно, имеем

•ой' 1/(г)| < >ок'(ехр{д(г)}) =.(Яед(г))+ < |</(г)|.Поэтому из неравенства (1) получаем
Обозначим и(г) — /?ед(г), -и(г) = -Иед(г). По определению (и(2'))+ имеемкогда и(г) > О, когда и(г) < О,когда и(г) < О, когда и(г) > О,Следовательно, |и(г)| = (и(г))+ + (и(и)) .Из неравенства (3) имеем

|и(г) |и( 1 — |г| )(1тп2(г),

|и(г)|о;(1 — |г|)б/7Л.2(2:).
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или
Отсюда получаем

((и(г))+ 4- (и(г)) )<//х(г) < С։
|и(г)|<//г(г) <

Рассмотрим функцию ехр{±г^(г)}, которая также принадлежит классу
А^. Обозначив ±^(г) = He{±ig(z)}, получим

1^(г)Ил(г)<С2. 1^(2)к(1 - ИИ^С*)- (5)
рОбъединяя оценки (4) и (5), получим

J (М*)1 + 1^(г)\)(1ц(г) < С3 • у (|и(*)1 + I^(г)|)си( 1 - |г|)</т2(/|. о р (6)
Так как д(г) = и(г) + г1/(г) и имея в виду лемму Шамояна [3], гласящую, что если и(г) и 1^(г) сопряженные субгармонические функции, тогда имеет 

место следующая оценка:

из неравенства (6) получим
|^(2)|4д(г) < СА | и (г) |и( 1 — |з|)б/т2(2).

Отсюда окончательно получим
|р(г)|б/ц(г) < С5 у |зСг)р(1 - |г|)с/7п2(г). р1 аким образом, для любой д(г) С /Г справедливо неравенство (7). Теперьположим 5(2)=(ТТ^’/?>0’0<д'<1-

П огда для оценивания левого и правого интеграла в неравенстве (/) имеем^_^о,(1-|г|)</т։(г) =
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— <5r)2 4- 4dr sin2 ~1 — r)rdrd<p

cj(1 — r)rdr (1 -<5r)3*֊1
- /1 W f -r)rdr
" ( ’ J (l-Jr)M-'

0
1 \
f 0,(1 — r)rdr |

J (1 - <5r)2<’՜1 I -
6 /(1 — <52)/3u(l -6) (1 ֊ rf)2^֊2 C-uj(I)

J0-2 ’где I == 1 ֊ 6, 0 < / < 1.Оценим снизу левый интеграл в неравенстве (7). Имеем
|3(z)|<//i(z) (1П՜ -62У>- <5z|M (1 -(1 -д')ад (7")

так как • 1 — £z|2 = [(1 — д') 4- д'(1 — г)]2 4֊ 48r sin2 7- > (1 — <5)2при z е Л/. Поэтому (1 - 82)0 > (1 -82)0 |1 -5г|2^ - (1֊^՛Объединяя оценки (7') и (7"), из неравенства (7) приходим к неравенству(2). \ ■ • А
10 - /3-2’ т,е’ M(Az) const. cj(Z) • I2.Докажем импликацию б)=>а).Известно, что если функция /(г) € Л*, то /(г) допускает следующуюактсризацию |3]: f (г) = tt^(z, zk) ■ exp{g^(z)},где 0 > Цш,

/Зш = Supo<t< 1 ■ (1 — t) a/(t) z € /Л
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Из (8) имеем l°g+ l/(«)I < log' |w^(z, zt)| + (Re. gg(z))+.Поскольку д^г) € А'^, то для функций (Не д’а(г)У неравенство (1| имеет место как только выполняется условие (2), т.е.(/te.^(z))bu/(l - |z|)drn2(z).
Остается доказать, что для функций log4՜ |^(z, zk)\ также имеет место неравенство (1) при условии (2). Известно, что если нули {гА.}Г• удовлетворяют условию ооУ?(1 - -12*1) < +°°- Р > Р^

fc=lто п^(г, zk) принадлежит классу Л* и имеет место следующая оценка [3]:
следовательно, имеем (1 ֊ \zk\2)0+2d^(z) 

dp,(z)
(9)

Отдельно оценим внутренний интеграл. По лемме Шамояна [3], имеем
/

J / \ оо 2*-1 , г оо 2*-1 /Л \d/i(z) 1 II V ____|1 ֊ zkz\^2 ~ 2^ 2^ \i-zkzkl\^ ’ J (l^z> ֊ 2^ 2^ |] -
D 1 K 1 fc=0/=-2* 1 * *’*’ £ k=0 l——2kгде Л del ( , 1^,1 , 1 тг(/ + 1)1△*.< = I2: 1 - 2Г4 < M < 1 - 2*. 2* J-Ч ак как o/ 1 \ /IV /./.(△fcj) < ц(Д*;д) < С • и/ ( I ( j jгде r del ( , 1 , , , I Tri “1; +△w — : 1 9Jt_։ _ |z| < 1 2^ _ argzто из 9') получим

(д')

D

dfi^z) < const. •
k=0 l = -2k

ц(1 - Ы) • (1 - I2mI)2 < f dm2(z).|i-2*zwp+2 -J |1-W։
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Имея в виду работу [3|, окончательно получим
< const • ^(1 ~ Ы)

Таким образом, из (9) получим
'ЭОlog՜ \тг f3(z,zk)\dp(z) < const. £(1 ֊ |гк|)2и(1 ֊ |z*|) <

< const- I u(l — |z|) log+ \f(z)\dmi(z).

D

(8")
Объединяя (8‘) и (8՛՛), окончательно приходим к доказательству достаточ-ного условия теоремы, т.е.

если имеет место неравенство (2).Теорема полностью доказана.На основе этой теоремы можно доказать следующее свойство для функций класса .4*.Теорема 2.
Карлесона

Пусть последовательность удовлетворяет условию

Zk Zm1 ~ ֊k'm
>6. 0<(S< 1.

Тогда
ООУ ^(1 ~ tal)(l - tai)2 log՛ l/(zt)l < +00

для любого f(z) € A^,.Доказательство. Положим/t(e) = У ш(1 - tal)(l - tal)2i**€eгде //(е) - мера Дирака. Докажем, что для любого /(г) 6 Л*, имеет место
По теореме 1 достаточно доказать, что

1м(Д<)1 < У 0/(1 - |г*|)(1 ֊ tai)2 < С ■ Ш(Г) • Z2,
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где 1 - I < 1**1 < 1- Имеем
|/i(Ai)| < У w(։ - kfcl)(i — lz*l)2 < i - У (i - zt).

По теореме Карлссона имеем^2 (1 ֊ |-к|) <С-1.
Zk^^lПоэтому д(Д/) < const. -u>(Z) • Z2.По доказанной теореме 1 имеем

У log4 |/(г)|(/д(г)
D

ОО
< Vu?(l - |г*|)(1 - |z*|)2 log |/(zfc)| < +oc 

fe=lТеорема доказана. Можно доказать и обратное утверждение:Допустим, - произвольная последовательность комплексных чиселтакая, что ОО£>(1 - |Cfc|)(l - |C*|)։log+'|/(C*)| < +0С. k—Iтогда существует функция /(г) € А^ такая, что /(г) — (\ при всех А՜.
Гюмрийский филиал ГИУЛ

II. А. Матевосян

Теоремы вложения в пространстве А*

Получено полное описание тех неотрицательных мер д на /), для которых и.-ч. • 1 

место вложение в пространстве А^.

'П. U. ITiupUnujiub

'blipqpifuih pUnpLiTUhp ipuipiubnipjnibniii

U2|uiuipmbpniti uipwgi|U[ bb рщпр uijb n$ piuguiuuilpub д рифЬрЬ IPhll blju.-puNbPI f

Qpm, ninlig ribiqpnitf ipbrji niliji bbpqpnitf qiupiuiJnipjnibnid.
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P. A. Matcvossyan

Theorems of Inclusion in the Space A*

Ii the work it is received the full description of those non-negative measures of /2 
on /) in the case of which there is an inclusion in the space.
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