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Введение. Формулировка результатов. Пусть О՜ = {2||г| > 1} - внешняя 
область единичного крута комплексной плоскости и Г = дО — ее граница, 
£)+ = [г||г| < 1}, г = х 4֊ гу. В области £)՜ рассматривается уравнение

V'a ժ2"ս , ՝ пZ^Akd4kdi^(z՝y}՜ ՝ 
/с=0 յ

(х.у) 6 D , (О

где Дд. — комплексные постоянные, Д2п 0. Мы предполагаем, что /равнение
(1) правильно эллиптическое, т.е. характеристическое уравнение

2п

52 -4*Л* = 0 
Jt—О

не имеет действительных корней и п корней этого уравнения имеют 
положительную мнимую часть. Пусть А, при ? = 1,... , ш - различные корни 
(2) с положительной мнимой частью и кратностями о,, а щ (։ = 1....... А-) ~
различные корни (2) с отрицательной мнимой частью и кратностями 3». Имеем

m к

>0, i = 1,... ,т; <0, t = Լ... »Л, Q» = ~ п‘ {

Решение уравнения (1) ищем в следующих функциональных классах
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Класс В С С2п(О ) состоит из ограниченных в В функций, т.е. если
и € В, то и € С2п(/? ) и

|а(.т.//)| < А', (х, у) е В , (4)

где А — положительная постоянная, вообще говоря зависящая от и. В 
дальнейшем все постоянные, участвующие в оценках, будем обозначать А'.

1чласс Лп-| С С'2п(В ) состоит из функций в О՜, растущих не быстрее 
полинома степени п — 1, т.е. если и € Вп֊\, то и € С2п(£)՜) и

|и(т,</)|< А'|г|"՜1, (х,у) е В . (5)

Целью настоящей работы является построение общего решения уравнения (1) 
в классах В и Вп..\. В односвязных областях различного вида общее решение 
уравнения (1) было построено в [1-3]. В монографии [4] получена формула 
общего решения п-гармонического уравнения в области В~.

В работе получены следующие результаты.
Теорема 1. Общее решение уравнения (1) в классе В представляется в

виде
т —1 к /3, — 1

и(х,у) = 52 У" 2/;Фи(я + А»2/) т У 52 У^ь(х 4- +
։=1 ;=о <=1 7—0

т— 1 . к—I
т + л,(/ 5֊^ X + ц,у

У . с. 1ч — -— + У <Л, 1п —-------+ со, (х, .у) е 1) ,
X + х + цку (6)

где Ф,, и - произвольные функции, аналитические в областях В(Х՝) = {т + 
А։1/|(я7. у) € В } иВ(рг) - {х+щу\(х, ?/) € В՜} соответственно, удовлетворяющие
условиям

|Ф։о(^ + А։у)| < А'|г| |Ф։7(х 4֊ Л,1/)| < /<|г| Л г = 1,... ,т, 7 = 1........о7 ֊ 1;

Ц,у)\ < А'|г| ՛, |Фм-(х + щу)\ < К\г\ Зу { = 1,... Д, j = 1,... ,,3^ - 1 (7)

при г — х 4֊ гу е В , а со, с, при г = 1,... ,т ис1։ приI = 1,... , к — произвольные 
ком пл ексные постоянные.

1'еорема 2. Общее решение уравнения (1) в классе Вп^\ представляется в 
виде

*=1 7—0

к Д-1
+ У 52 + АМ7) + Рп-1(х,р)+

։=1 ;=0

п։ а,-1 к Д -1

4- 5^ Е У3В^2_^х +- Л,?/) 1п(х + Хгу) + 52 52 У^п-2֊)(х 4 А«у) 1п(х 4- /ьу),
։=1 7=0 ։=1 7=0

332



(х,у) е I)՜,

гдеФ,- иФ<1 ~ произвольные функции, аналитические в областях 1){Хц и 1){у 
соответственно, при г = х + iy е I) удовлетворяющие условиям

|Ф0(х +А^)| < А'|г| ։ = 1,.;. ,т, 7 = 0........а,-1;

|Фц(х + д*2/)| < /<|г| 7 = 0,... - I. (9)

функция Рп-\ — произвольный многочлен от двух переменных степени не 
выше п-1, а Р^2.^ и — произвольные многочлены от одной переменной
степени не выше п — 2 —удовлетворяющие условию

т <*,—1 к 01 — 1
52 12 У3К-2-1(х + Х,у) “ 52 52 №'„-2-^3 + щу) = 0, 
։=1 7=0 1=1 7=0

(х, ։/) € Р . (10)

Доказательство теоремы 1. Пусть Го = {(х, у) : х > 0. у = 0} положительная 
полуось оси абсцисс и Ро = Р \Гд. Известно [1], что в односвязной области 
Ро общее решение (1) представляется в виде

тп а,-1 к Л-1

и(х,у) = У3Ч>ц(я 4- Х.у) + У2 У2 У3,Ф՝](х + /2.,.у),
<=1 7=0 »=1 7=0

(Т'У) е Ро,

где и ^»7 — произвольные функции, аналитические в областях Р0(А։) ֊• 
{х + А.?/|(х, у) е Ро} и Ро(/а) = {х 4֊ щу\(х,у) € Ро} соответственно.

Применяя оператор

т

1=2
(12)

к функции и, получим

^2п-а] и = Щ) (х 4- А12/) 4- уы} (х 4֊ Х]у) 4- ... 4- уа' 'и’а։-! (х 4֊ Хху], (13)

где

О1 -/

(I + А1У) = 52 ся^-“’,->+1) (^ + Л1У), 1 = в,...А-1. (1-1)
>=1

Здесь сл — комплексные постоянные, си 0 при I = 0,... ,П1 — 1.
Пусть Р« = {(т,у) : |х| > Л > 1}. Роя = Р/ДГо- Известно ([5], с. 161). что 

если ъ. является решением уравнения (1) и удовлетворяет условию (3), то

др ^и .
д^дф^'у} < К|гГ'։-’, У 4- <7 > о, г € Р«. (15)
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Докажем, что функции аналитичны в области О(Х\) и удовлетворяют оценке՝

|иу(.т 4- Л։у)| < А'|г| 2тНЛ։ \ I ~ 0,... ,«1 - 1, г€ Рл. (16)

Пусть £а։_р — (р— — 1. Из (13) следует, что

£а1_1£2п_<։։и(.т,1/) = («! - 1)!юа,_1(:г + Л^), (.т, у) € Го/?,

и так как левая часть последнего равенства непрерывна в О՜, то функция шО) _, 
аналитична в /)(Л։). Используя оценку (15), получаем

|шО1_|(х 4֊ Лгу)| < К\г\ - 2п + 1
1 (17)г € /)«.

Далее,

£п । —2 ։ ^(т. /у) - 4֊ Л]?/)) = (О| - 2)!шй1_2(т 4֊ Лгу)

и так <ак левая часть непрерывна в Г , то функция и/гп_2 аналитична в Г(Л1). 
Учитывая (15) и (17), получаем оценку

|ц/а,_2(х 4֊ Л|у)> < К\г\ “2 п + 2 
* г с

Продолжая аналогично, доказываем аналитичность функций ш/ в а
также оценку (16). X

Далее, решая систему (14) и используя оценку (16), получим:

^Ю«)=с11п< + Р2п֊2«) + Ф;о«), 9’ь(С) = Р2п-г->(С) + Ф1,«), 7 = 1......О1 - 1, (18)

гДе функции Ф17 аналитичны в Р(Х\) и удовлетворяют оценке (7), а Рг — 
много мены степени г.

После аналогичных рассуждений для других корней получим представ
ления вида (18) для всех функций и Подставляя эти выражения в (И), 
представляем решение и в виде

Ш а,-1 к 0,-1

= 52 У лл* + >чу) + 52 У? гф.Д! + м.г/)+ 
»=1 )=0 »=1 ^=0

тп к
ь С, 1в(.т 4֊ Х<у) 4- У * (1,1п(;с 4 /г։у) + Г2п_2(х,у),

։—1 «=1
(т, у) € /?о, (19)

где Ф։; и Ф,7 аналитические функции в Р(Л։) и Р(//։) соответственно, 
удовлетворяющие условию (7), Cյ и — комплексные постоянные, а Рчп-2
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- многочлен от двух переменных степени 2п - 2. Из условия (4) следует, что 
Ргп֊г(т>У) sco = const, и

m к
5^ + 57 = °-
i=l i=l

(20)

Так как функция и непрерывна на прямой Го, необходимо вь полняется 
услов не

(21)

т к
Из (20) и (21) получим 52с1 = Ои^^=О. Выражая из этих равенств и 

. 1=1 ։=1
и подставляя в (19), завершаем доказательство. Теорема 1 доказана.^

Доказательство теоремы 2. Доказательство теоремы 2 аналогично доказа
тельству теоремы 1, поэтому отметим только основные этапы доказательства, 
опуская детали. Общее решение уравнения (1) в области /90 представляется в 
виде (И). Применяя оператор (12) к функции и, получаем соотношения (13), 
(14). Так как выполняется оценка (5), то аналогично (15) имеем

dp+9u . ,
Р + Я > 0. Z G Dr. (22)

Функции wi из (13) аналитичны в области D(A\) и удовлетворяют оценке:

|w/(x 4- Л]?/)) < /ф| п l+QJ \ I = 0,... ,oi - 1, z е Dr. (23)

Из (14) и (23) получим:

<Р1,(С) = Pn_/.i(C)lnC + P2n_z_2«) 4-Фи(С), Z = 0,... - 1, с 6 Д)(А1), (21)

где функции Фц аналитичны в £>(Л։) и удовлетворяют оценке (9). Аналогичные 
представления имеем для функций <рх: и Подставляя полученные формулы 
в (И), имеем:

»=1 >=о

к Д-1

1=1 j=֊0

m а, —1 к /3|~1
57 $7 4- А,г/) 1п(т 4֊ А։у) + 57 ZI + Д|!/' +
»=1 J=Q »=1 ;=о

(25)

4- Р'2П֊2(х, у), (я, г/) € Do,
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где Ф,. и — аналитические функции в Х)(Л,-) и соответственно, 
удовлетворяющие условию (9), Р2л_2 — многочлен от двух неременных 
степени 2п —2, а Р։ п_1_7 и — многочлены от одной переменной степени
п _ 1 Так как функция и принадлежит классу Вп_], из (24) получим:

^2п—2 — Mi-1» ^\,ո-\-յ — i.n-2-ji Q»,n-1—j — Qi,n—2—յ,

а также равенство (10). ’Георема 2 доказана.^
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Общее решение правильно эллиптического уравнения высокого порядка вне круга

В работе получена формула общего решения правильно эллиптического 
уравнения высокого порядка вне круга.

Ա. Ցա. Մահակյան
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(ուծումր
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հավասարման րևդհաևոտ (ուծման բանաձևը:

A. Y. Sahakyan

General Solution of the Higher Order Properly Elliptic Equation in Exterior of the Unit Disk

The formula of the general solution of the higher order properly elliptic equation in 
exterior of the unit disk was found in the work.
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