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В работе рассматривается движение летательного аппарата (ЛА) без 
крыльев под воздействием реактивной силы Г силы сопротивления 
окружающей среды и силы притяжения Земли

Fr=-к
dm (է) V 

dt V’
где т֊7) — масса ЛА в момент времени I, V (£) = (УДО, Ц(0) ~ скорость ЛА в 
момент времени I, У(1) = у/У? + У22; к — постоянный коэффициент реактивной 
силы, к, — коэффициент сопротивления среды, вообще говоря зависящий от 
У. Предполагаем, что движение ЛА происходит около земной поверхности и
зона полета мала по сравнению с радиусом Земли, поэтому ускорение силы 
тяжести можем считать постоянным вектором V — (0,

Пусть начало координатной системы находится на поверхности Зем\и и 
положительное направление оси Оу направлено вертикально вверх. Движе
ние ЛА происходит в плоскости (х, у) и описывается уравнением Мещерско
го [1]:

m
dt = Fg + Fr 4֊ Fr. (1)

Рассматривается полет летательного аппарата от точки (0,0) до точки (тсьЗ/о)
по траектории у = /(х),0 < х < х0. Заданы масса летательного аппарата в 
конечной точке полета и его начальная скорость:

т(х0) = то; V’(O) = Vo. (2)
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Переходя к переменной х и записывая (1) в координатах, получим следующую 
систему [2]:

dV\ к dmt. лт—- = -77-т-Ц -к, О < х < х0 
аг I ат

֊77 —- kV2 ֊ gm, 
V dx

(3)
О < х < xq

с краевыми условиями (2). Используя равенство Ц = /'(х)Ц, в [2] 1 олучена
Теорема 1. Задача разрешима для любой функции к тогда и только 

тогда, когда

f"(x) < 0, J'”(x) > О, 0 < х < х0, (4)

1 + (/' (О))2 Vj
/"(0) g

В работах [2| и [3], используя теорему 1, получено следующее интеграль
ное п эедставлспие допустимых траекторий.

Теорема 2. Функция /(х) удовлетворяет условиям (4)-(5) тогда и только 
тогда, когда она представляется в виде

/(я) = —х + /схо/о ( — ) , 0 < х < х0, (6)
Хо \ Х() /

уде

/о(я) = х — Ьх2 + ֊^— [и(^)(х — 0 < х < 1; (7)
||са|| у

о

(9)

где ^(х) — произвольная неотрицательная функция из класса С|0. 11, удовле
творяющая условию

ар— произвольное число, удовлетворяющее неравенствам

тах 0

(Ю)

(11)
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Здесь функционал Л определяется как

— х)7ш(х)(1х, (12)

а норма и - формулой

(13)

/\дя эффективного определения оптимальных параметров полета пред
почтительнее параметрическое представление траекторий. Поэтом)' представ
ляет интерес получить параметрическое представление траекторий, опреде
ляющихся функциями заданного класса. Подобная задача для случая, когда 
/ = Р3 ֊ полином третьей степени, рассмотрена в [4]. В настоящей работе
рассматривается случай, когда / = Рп - многочлен порядка п. В работе [2]
доказано, что и = О.5/о". Таким образом, если функция / € {/„}, то € {/ п—

является неотрицательным не равным тождественно 1гулю полиномом порядка 
п - 3. Соответственно, функционал Л будем в дальнейшем обозначать £п-з- 
Наша задача — определить значения параметров таких траекторий из {Рп}, 
по которым возможно осуществить полет из точки (0.0) в точку (хс.т/о)-

В дальнейшем будем предполагать, что точка (хо-1/о) находится в 
области досягаемости по траекториям рассматриваемого класса. Д\я класса 
многочленов п-ой степени эта область описана в [2].

Итак, пусть ш е {Рт},т = п - 3 и о»(х) > 0,х € [0,1]. Совершая 
замену переменной х = получим функцию о>1(0 — такую, что
^1(0 > 0,< е [֊1;1]; е {Рт}. Согласно теореме Лукача [5] имеет место 
следующее представление:

(0 = (Л («))2+(!-«’) (В (О)2 при четных тп, (14)

021 (<) = (1 4-1) {Ц (Г))2 + (1 - /) (5 (О)2 при нечетных т. (15)

где Л, В, и 5 — произвольные многочлены степени

т — 2
2

Пусть

с1с£ В < <

2
гг»

1-0

ГП 
2

<=0

гп — 1
~2՜

6?=0; <?(«) =
•=0

5 (Г) = У" (16) 
։-0
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Отметим, что так как ш о, в силу линейности функционала Лп_3 
вместо функции и/ в формулах (7) и (9) можно рассматривать нормированную 
функцию поэтому, не умаляя общности, можно считать, что в (16)

1—0

т— 1

1=0

Возвращаясь к переменной х, получим

о»(х) = (/1(2х- I))2 4 (1 - (2г- 1)2)(В(2х- 1))

<х>(г) = 2х(<2(2х - I))2 + 2(1 -т)(5(2г - I))2

при четных тл, (18)

при нечетных т. (19)

Обозначим

Пусть ||Ьп֊з|| ~ норма функционала Ьп_3 в классе функций {Рп-з} с 
нормой (13). Ясно, что ||Ьп-з|| зависит от п. Пусть п > 3 и ш0(х) = (1 - я)”՜1.
Тогда

^п-з(^о)
! 1^о II

71֊2
2

Это о значает, что

ть — 2
п—3 п > 3. (20)

В [2] доказано, что при п = 3.4 в этом неравенстве имеет место равенство.
Из условия (10) следует, что полет по траектории у = /(х), где / — 

полином порядка не выше и. из точки (0,0) до точки (хо,уо) возможен тогда и 
только тогда, когда

о < ||£п-з||.

Учить вая (20), заметим, что всегда существует п, при котором эго неравенство 
имеет место. В дальнейшем будем предполагать, что п настолько большое, что

71 — 2
(21)

Ясно, что условие (21) достаточно для осуществления полета из точки (0,0) до 
точки (хо,т/о).

Условие (10) записывается в виде

п—3 (22)
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Легко видеть, что при а < О условие (22) всегда выполняется. Пусть о > 0. 
Используя определения (12) и (13) и совершая замену переменной х = Ц֊1, 
получим

о ||и|| — Ьп-з (си) = / (ах (2 — х)—(1 — х)2)ш (х) <1х = 

о

-1

4- 2 (а 4՜ 1) I — (а 4՜ 1) £2) (/)<//. (23)

Для краткости обозначим аХ] = а,а]1 Ь1} — ЬгЬэ, дХ] = цхд3, яхз = зхз3. 
Пусть т — четное. Имеем

ОП ({) = ^2 + (1 - Г2) У 6,/։+> = ^2 [(а0 + Ь.,) е+> ֊ М'+,+։].
։,>=0 »а=0 ։,}=0

Подставляя это выражение в (23), получаем

1 } - Д
а||си|| - £п_з(ш) = - / ((За -1)4֊ 2(а 4- 1 )1 - (а 4֊ 1 И2) ((ао 4- 6|,)/’и- 

м=°
т 1

-6,/+>+2)Л = £ £2 [((За - 1)(аи + + 2(а + 1)(а,7 + +
8 »и=огт

—(а 4 1)(а0 + 6М)«։Ъ+2 - (За - 1)Ь,/<+>+2 - 2(а + 1)60«'+,+3 + (« + 1)Ь.? Ъ+4Н =

Т 1= ֊^2 /*((За - 1)(% 4- ЬХ}и

-2(а 4- 1)ЬХ]е ^3 4- (а 4- 1)^/։+>+4)Л =

»н
(За — 1)(а,7 4֊ 6,7 )

1аЬх} 4֊ (а 4- 1)ао
։,7 О

(1-(֊1)’Н +

I

(а 4- 1)6։7

Группируя слагаемые, содержащие а,3 и ЬХ}, получаем следующее условие
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на коэффициенты ач и Ь։р

2 (о 4՜ 1) (1 — А,7)
г 4֊ 7 4- 2)

4 (а 4֊ 1) (1 — А^)_
(г 4֊ 7 4- 2) (г 4֊ 7 4- 5)

Ьч < О,

(24)
V

где Л,, = 1, когда г 4֊ 7 — четное, и А։; = 0, когда £ 4-7 — нечетное.
При нечетных т, используя формулу (19) и представления (16) аналогич

но поручаем условие на коэффициенты и

(25)

где А։, те же коэффициенты, что и в (24).
Таким образом, доказана следующая
Теорема 3. Пусть ]' — многочлен порядка п. Функция / удовлетворяет 

условиям (4), (5) тогда и только тогда, когда она представляется в виде (6), где 
1) при а < 0 си - произвольный многочлен степени п — 3, определяемый 
формулой (18) при нечетном п и формулой (19) при четном п, 
2) при а < ֊ ы - многочлен степени п — 3, определяемый формулами 
(18) или (19), где при нечетных п коэффициенты многочленов А и В 
удовлетворяют неравенству (24), а при четных п коэффициенты многочленов 
() и 8 удовлетворяют неравенству (25). : '
Во всех случаях коэффициенты многочленов Л. В, С). В удовлетворяют услови
ям (17). . ՛ гл՝

Применим полученные результаты для случая, когда / €: {В4} — 
многочлен четвертого порядка. Итак, пусть п = 4. Тогда тп = п — 3 = 1 и 
ы € {1\}. Согласно (19) функция си имеет вид

и(.т) = 2т ((2 (2х- I))2 + 2(1 - г) (5 (2т- I))2,

где и 3 многочлены порядка = 0. Таким образом, обозначая с = и 
учитывая условие (17), получаем

си(.т) = 2ст 4-2(1 — с)(1 — х). (26)
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Учитывая, что 0 < с < и используя теорему 3, при т ֊ 1 получаем
следующую систему неравенств для определения с:

О < с < 1
2(1 +а)с֊3(1 -а) < 0.

Решая эти неравенства, получаем

0 < с < 1 при

(28)

Подставляя (26) в (12) и (13), получаем

м _ 3 + 2с 
£(и>) " 3 ֊ 2с

Суммируя вышеизложенное, получаем следующую теорему:
Теорема 4. Пусть а < 1, а траектория / — многочлен четвертого 

порядка. Полет по такой траектории возможен тогда и только тогда, когда 
/ представляется в виде (6), гдеш — многочлен, определяемый формулой (26). 
с удовлетворяет неравенствам (27), (28), р удовлетворяет неравенству 

шах <Р< 1,

а к определяется формулой (8), где Ь = 1 +
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О, А. Бабаян

О параметрическом представлении траектории полета летательного аппарата

В работе исследуется движение летательного аппарата без крыльев по поли
номиальной траектории под воздействием реактивной силы, силы сопротивления 
окружающей среды и силы притяжения Зе5։ли. Получено параметрическое 
представление возможных траекторий полета от начала координат до заданной точки.
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Հ. Ա. Բա բայ ան

((Խզա) սարքի հետւսդծերի ւղարսւմետրական ներկայացման մասին

Աշխատանքում դիտարկվում է թռչող սարքի շարժումդ ռեակտիվ ուժի, միջավայրի 

դիմադրության և Երկրի ձզոդության ուժերի համատևդ ացդևցությաև տակ: Ստացված Լ 

կոորդինատների սկզբնակետից մինչև տրված կետդ թռիչքի հնարավոր Ււետազծեր} պարամևտ- 
րական ներկայացումդ: հ ‘ iAvirlHh

II. Л. Babayan

On Parametrical Representation of the Aircraft Flight Trajectories

The motion of the wingless aircraft by the polynomial trajectory under the simulta
neous iction of the reactive force, medium resistance force and gravity force of the Earth 
is considered The parametrical representation of the possible flight trajector es from the 
origin to the given point is obtained.
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