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1. Как известно, задача построения факторизации матрицы-функции
сводится к описанию ядер соответствующих теплицевых операторов. В
частности, частные индексы матрицы-функции полностью определяются 
структурой ядер этих операторов (см. например [1-3]). В данной работе 
изучаются некоторые структурные свойства ядер теплицевых операторов при 
общих предположениях относительно их символов.

Пусть Г совокупность конечного числа замкнутых непересекающихся 
жордановых спрямляемых кривых, ограничивающих многосвязную область 

0). и П~(Э ос) дополнение к в расширенной комплексной плоскости о
С, (/?՜) р ос — класс Смирнова в П4՜ (П՜), Ер — класс 
функций из Е՜, исчезающих в бесконечности, (л՜) подпространство 
функций из (= Ар(Г)), совпадающих почти всюду на Г с угловыми 
предельными значениями некоторой функции из Ер (Ер), (^-) ~

О / ° \оператор, проектирующий прямую сумму £р = Ь ~ на Ьр \Ь~ ]
о

параллельно Ь՜ (см. [3-4]). Действие проекторов Р± на вектор-функции 
и матрице-функции (далее? в.-ф. и м.-ф.) определяется покомпонентно. 
Ниже через (а € С), т~ (а€С\{0}) мы обозначаем операторы сдвига, 
действующие на функцию / ( соответственно в.-ф. и м.֊ф.) по формулам 
(га/)(0 — (I ~ а)/(£). та ~ та (то )՜'• $ частности подразумевается,
что = (тГ1*) . Далее, Хп (Хп*т) означает пространство вектор-столбцов 
(матриц) порядка п (п х гп) с элементами из линейного пространства X.
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Пусть С. - м.-ф. порядка пхп, элементы которой почти всюду на контуре? 
Г принимают конечные комплексные значения. Через ТИ (= р; (<3)), 1 < р < 
оо обозначим пространство всех в.֊ф. е (ЬрУ таких, что € ££, а через 

(= Рр (б7)) ” пространство всех в.-ф. <р_ € (£;)'*. для которых существует 
<р е £[ такое, что <р_ = Ср. Заметим, что Р* [(то)к сУ) = Р*(С) (А: 6 2).

Рассмотрим оператор Теплица ТР(С), 1 р оо, действующий в 
пространстве (Ь+)п с областью определения Р^ и определенный равенством 
Тр((7)<р+ = Р+((7<р+) (<р+еР+). Пространство Кег Тр ((то1) ; сУ (д е 2) 
обозначим через Л/^. Если <р+ е (; е £), то в.-ф. <р_ = (т0+) ; ‘1 С,р{ назовем 
>-двойствен ной к <р+. Если М С Л/^, то множество в.-ф., ^-двойственных к 
элементам М, назовем .у-двойственным к М. Пространство, ^-двойственное к 
Л^, обозначим через ЛГ՜՜.

2. Для произвольных а+,0+ е С,а_,/?_ € С \ {0} имеет место

(1)

Справедливо также следующее утверждение.
1 сорома 1. Если у?+ € и (т+)՜1 € Рр при некотором у € &, то

(т» ) * <Р+ ё МУ]. Аналогично, если р_ е Хр7>+1 и (та ) ' У- £ ПРИ некотором 
а е СТ, то (т՜)՜1 <р_ е М՜*.

Доказательство. Пусть <р+ € Л/^,, о € О4՜ и (т+)՜' <р± е. Т>+. Существуют
€ (£р)п и </>_ С такие, что ('Г04’)~С7+1)- т^_ = Так как

левая часть равенства принадлежит (£р)п, а правая часть (Тр) • то <’+ -
Ь՜] . Следовательно (т^) е Л/'у Второе 

утверждение теоремы доказывается аналогичными рассуждениями.□
Условимся подпространство называть (р,д)±-наслед

ственным подпространством м.-ф. С, а его произвольное прямое дополнение 
Л4р7 в ЛуУ-ц - (р,^’)±֊И11дексным подпространством. Таким образом

(2)
Л — А

Легко видеть, что Л'р7 является 4- 1)-двойственным к Л/ множеством. 
Изучим теперь вопрос двойственности (р,})±-индексных подпространств м - 
ф. С. о

Через Л"р,֊оо обозначим множество всех € (Лр) ' таких, что (?) = 
0 п.в. на контуре Г. Нетрудно видеть, что — р| .\АД.

Справедливо следующее угверждение.
Теорема 2. Множество, 04 1)-двойственное к -индексному под

пространству м.-ф. С, является (р,Д.-индексным подпространством м.-ф.
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Обратно, для любого (р, j)_ ֊индексного подпространства Мр м.-ф. G
существует (p,j)i -индексное подпространство м.-ф. G, (j 4֊ 1)֊двойственное 
множество которого совпадает с М . Кроме того размерности (р, и 
индексных подпространств совпадают при всех j G Z.

Доказательство. Пусть A4pj (p,j),-индексное подпространство м.-ф. G, 
а его (? 4 1 (-двойственное множество. Очевидно, что Л1՜ С АС՜,... 
Пусть € Лр>, Г|Л4рГ Тогда существуют 6 Atpj, G Л/'Д такие, что 
<р֊ = (т0+ ) 7G<p+ = (r0+)֊JCty+. Следовательно, ։р+ - ^Ч Так как
pi G Л/?,ПЛ4‘ , то <р4 - 0 и потому <р_ = 0. Пусть теперь ip_ G A/l“i+i- Тогда • * •>* л * ■/ 9^л . *
существуют 6՝ е Лр*,, € A4pj такие, что <р_ = (т0‘ ) G (^ч 4֊<р+). Так как
Оо) G^+ € Kpj, а (т0+ YJ G<f>+ е Мр]. то JV“J+1 = rfpj i Mpj и Kpl p A4pj = {0}.

Пусть теперь M некоторое (p,^(--индексное подпространство м.-ф. G', 
,Mpj == G Ap^+l; (r0‘) J G<p4 G A4~3, a A4pj некоторое прямое дополнение 

°Лл p,_fO в пространстве Л4р . Очевидно (j 4- 1 (-двойственное множество к 
совпадает с A4pj. Если р+ е Л<, Г|Л£. то (го+)֊' G?+ 6 и

О

<р։ G Afp.-«r Следовательно <р+ 0. Пусть теперь <р+ G Npr¥\. Поскольку 
(гпч) J G<p+ G АСэ։1, 'го существуют € А՜՜ и <р_ G Л4՜ такие, что ՝ 11 * r՝J K»J
(тп1 ) ' G’<p4֊ = V’- +<Р— Выберем t/ч G Np } и G Л4/м таким образом, чтобы и 
<р являлись (j4-l (-двойственными соответственно к и в.-ф. Легко видеть, 
что -v+-^+ Поскольку (р+ G М^У Afp-oo. ТО <р+ G А/р^ 4-
Следе вателыю A4pj (p,j) + -индекс ное подпространство м.-ф. G.

Пусть A4pj (j4֊ 1)-двойственные (р, })±-индексные подпространства. Если 
о

dimA/'j < dimA^pj, то существует ненулевая в.-ф. G А4р7П J\f Р,_СО.П
3. Перейдем теперь к более детальному исследованию пространств A4p j. 

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть целые числа, в.-ф. ><р։;т, (г =

I....... А՝, г?!, G ЛА) принадлежат некоторым (р, С)+ -индексным подпространствам
м.-ф. 6’ и линейно независимы, а м.-ф. Ф1 определена равенством Ф+ = 

[^1.1, У’Г.2, • • • , ¥>Г,т, 1 ^2,11 • • - 1 • Тогда если в. -ф. (г/)՜1 Ф4՜^ принадлежитТ>^
для некоторого г е ь и у G Ст, где уп = т} 4֊ • • • 4- тк, то V - 0.

Доказательство. Пусть V = |оп,... ,а։>ТП|,а2Ь... ,а^.тк] € Ст отличный 
от нуля вектор такой, что при некотором г 6 Й+, := Ф^и Е ‘Рр, а в —
максимальное число из множества {1,2,... ,А:}, обладающее тем свойством, 
что ам 0 хотя бы для одного j из множества {!,... ,тп,}. Пусть V?,1՜ := 
(т/) ՛ • Из теоремы 1 следует, что G А/^։. Поскольку правая часть

равенства ^2 ֊ 52 52^^»; принадлежит подпространству/7р С,(
)=։ »=12=1

а левая часть то обе части тождественно равны нулю. В частности
о3,тп, ~ 0, что противоречит определению числа ,s.U 
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Следствие 1. Дл>/ любого г € £1 ’ справедливо равенство гап^Ф1 (г) = т.
Доказательство. Действительно, если го € (7+ и гапуФ+(го) < т, то 

существует ненулевой вектор V Е С"1 такой, что Ф* (го)у = 0. Из аналитичности 
(г)г следует, что в окрестности точки го имеет место представление Ф + (г)г՛ 

(г - г0)^(г), где ф € Рр, что в силу теоремы 3 противоречит условию и / ().□ 
Аналогичным образом доказываются следующие утверждения.
Теорема 4. Пусть < £2 < ••• < & целые числа, в.-ф.

(г = 1,..., к, т, Е X) принадлежат некоторым (р,£х) -индексным подпро
странствам м. -ф. С и линейно независимы, м. -ф. Ф определена равенством 
Ф~ = кг.1,У’Г.г-• • • .М’Г.т,. 1Р2.1.■ • • Тогда, если в.-ф. (г/)՜’ Ф V иринад-
лежит Т)՜ для некоторого г € £7՜ и V Е С™, где тп = т} 4- • • • 4 тк, го и - 0.

Следствие 2. Для любого г Е (7՜ справедливо равенство гапдФ (г) — т.
Замечание 1. Пусть м.-ф. С дополнительно обладает тем свойством, что 

из условий Е С” и СЛр --= 0 следует, что = 0. Тогда если г Е Г, р Е Лр’ж и 
(т.՜)՜1 € V՜՜ то (т/)՜1 Е М՜. (см. теорему 1). Кроме того, д\я таких м.-ф.
теорема 4 остается справедливой и для г € Г.

Справедливо также следующее утверждение.
Теорема 5. За исключением, быть может, конечного числа jEZ все 

(рИ)± индексные подпространства являются нулевыми. Кроме того для 
произвольного набора (p,j)± индексных подпространств справедливо 
неравенство h := dim Л4р , п. 

՝

Доказательство. Из теоремы 2 следует, что VdimA4* = £dimjMpj. » HP'i п llW MXW.* J€Z ' jeZ
Условие ri > п означает, что существуют числа < £2 < • • < & и линейно 
независимые в.-ф. ,<А*т, (г = 1,... ,А:), принадлежащие .Мр^ , такие, что
m = mi 4- тщ 4- • • • + mk > п. Последнее противоречит следствию 1 .□

Следствие 3. Либо dim^+յ = оо ^тЛ/^՜ = ос) для всех ] Е Ъ, либо 
dim^p^ < оо ^НтЛ'р7 < оо) для всех ] Е 2. £c4JfdinlЛД < оо (в^тЛ/’рд < ос) при 
некотором к, то существует ко такое, что 41 тЛ/^] — 0 (й1т.Л/^ = 0) как только 
] ко.

Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы 5 и равенст
ва (2). Если < оо, то существует ко такое, что dimAyյ - й1тЛ дп, как
только ] ко, т.е. = П Пусть дД Е ^Д.о, ^0. Следовательно

тт(^ь ։= Л/’р’О (т 0), что противоречит условию dinl^pյ < оо. Пусть теперь 
Ф՜ Е ^“ко, 0. Тогда существуют в.-ф. € (^р)” (ш 0) г՝акие, что
т,п'р՜ == е Последнее противоречит условию diпl^p^ < оо.П

4. Перейдем к локальному исследованию пространств 0 е 2).
Подпространства Л4р7(г) для г Е $74 и Хр ,(г), ^^(г) ДА1 г € ,
пространства С" определим следующим образом:
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= {<|£>±(-г)։ е -HL}- Точку Zo Е С \ Г назовем s-точкой для м.-ф. G’,
если для некоторого ;Е Z

dim АС* (zo) < mах d i in A//, (z P՝J PJ (zo € Q*) (3)

Справедливо следующее утверждение.
Теорема 6. Для произвольного у Е Z справедливы равенства

Для любого z Е Q1 имеет место равенство dimA4;T(z) = dim Мf)}. Множество 
s-точек в Q± не более чем счетно и не имеет предельных точек в QL. Если 
одно из неравенств (3) имеет место при некотором ], то оно справедливо при
всех ). . . V* О

Доказательство. Пусть z Е Q± и у Е A/T^fz). Тогда существует р± Е A^j+1 
такое, что ^>*(z) = у. Из равенств (1), (2) следует существование Е Л/՞* 
и Ф* G .МД, таких, что ср* = 4- т±Ч>2 4- 0±. Следовательно у = ^±(z) 4- 0±(z).

Пусть у Е QA4p ;(z). Тогда существуют Е Л/Д и ф± € M^tJ такие, 
что у - <#2*(z) = 0±(z). Поскольку ф± — Е J^pji ։ и = 0, то в силу
теоремы 1 (т±)՜1 (ф± — р±) Е Л/Д;, т.е. 0± = 4- Е fit՛*. Следовательно
0=0, потому y—Q. Постоянство чисел dim ,МД;(г) следует из следствий 1 и 2.

Пусть zo € Q* и maxdiinA^(z) = dim Л/Д) (zb) = m. Тогда существуют
ЕУ^ (k = 1,... ,гл.) такие, что векторы <^(z0) линейно независимы. Тогда 

м.-ф. [д»^,... , <р*] обладает минором порядка т, отличным от нуля в точке zq. 
Применив теорему единственности к этой аналитической функции, получим 
доказательство требования относительно s-точек. Последнее утверждение 
георемы следует из равенств (4) и постоянства чисел dim Л4Д •(*).□

Следующая теорема описывает структуру пространств Л/Д).
Теорема 7. Пусть к < ? (k,i Е Z) и G < & < ••• < все возможные

целые значения j (к j < i.J, для которых (р, j)^-индексные подпространства
ненулевые. Тогда

где (т = 1,... , з) произвольные (р, чш)± -индексные подпространства.
Доказательство. Из равенства (2) следует, что пространство может 

быть представлено в виде суммы пространств, присутствующих в правой части 
равенства (5). Пусть теперь е ЯД (т = 0,1,... ,։ - к), <р^т ё =
1,... , з; т. - о....... ։ - С; - 1) и

7П—0 т=0

(v0+)m<„
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Из равенства (4) следует, что Л^х(0) = -Чл(0) 4֊ Л4р\<։(0) + ••• + Л4рС(0). 
Отсюда, записав равенство (6) в точке г - 0, получим <^(0) = </?*о!0) ֊ • • • =
^з‘о(О) — 0. Из следствия 1 и теоремы 1 имеем <^0 =
где € Л/"Д_։. Равенство (6) принимает вид

тп --1

^О.т

]—] т = 1

части в случае ։ =где пэследнее слагаемое в левой исчезает.
Последовательно повторяя аналогичную процедуру, получим, что
всех з = 1,... ,з; т = О,...

= О при
‘■Ро.т ~ 0-

Равенство (5) для пространства Л/'*, доказывается аналогии но. □
Замечание 2. Переобозначим оператор ТР(С) через ТГлР(С). Наряду

с оператором Х>.Р(С) могут быть рассмотрены операторы 7^+ р((7), Тг Р(С/),
Ъ_1Р(С), действующие по формулам Т^1Р(С)^ = Р> Тт_։Р(в)^ =

Р. (Сер). Зг_։Р(С)у7 = 7<( (<//(?)*) и определенные на естественных для 
этих операторов областях определения. Ядра операторов Тг> р((т0+) ?(7^, 

3^„,р('т04) 3 О), Т^_)Р[(т^у3 С) обладают свойствами, аналогичными выше
приведенным.
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Некоторые свойства ядер теплицевых операторовРассматривается семейство теплицевых операторов с матричными символами вида I }С, ) Е 2. Для ядер теплицевых операторов введены понятия индексных и наследственных подпространств. Изучены свойства этих подпространств, а также структура и взаимосвязь ядер теплицевых операторов.
11. \. -РшйшцшЬ 

՝*'.!п1ЧI|Ц|I’иЬ <нц11риирпр1Н|р|] 1|пр|>чЫ։р|1 прп2 1ииф1|П1 р]шииЬрПффшрЦЦшд 1.1 ]С, ] € 2 1рЬир|т йинррЬдшфЬ и|1й1|п[ЬЬрп^ ф]П1цфщш(1 ощИршфпрЬЬрЬ рЬ1р1ии|1р: Sյnlч^|)qյшll О1чЬршц1прЬЬр|1 1|пр|и][։Ьр|1 Ьшйшр ЬЬрйтдЦшд ЬЬ |11и]Ьриш]Ьи И
321



duiniubquil|uib Lbpiuipwpiudnipjnit։liLp|i hiuulpugnipjntbbbpp: Hiunibbuju|ipi|uid Lb tujq Lbpiu- quupun)nipjnibliLp|i iHUiplpnpjmbliLpp, fib^igLu buili tpjnuppgjmb oiqLpu.iqinpbbp|i ЦшпшдЦшдрр b ifin|uquiu|iul|gi]iudnipjnibp:
A. II. Kamaiyan

Some Properties of Kernels of Toeplitz Operators

The family ot Toeplitz operators with the t~JG, j G Z, type matrix-valued symbols is considered. Conceptions ol indexal and inherited subspaces for kernels of Toeplitz operators are entered. Properties of these subspaces and structures and interconnection of kernels of Toeplitz operators are investigated.
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