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1. Имеем трехслойную пластину, занимающую область П = {г, : Яо <
г < Я, |г| < Дс 4֊ Д; II = шах {Л,Лс} I — пйп{Но,Я — Ло}}. Слои Кс < 2 < 
Ис + К, —Ь — Ггс < г < —Лс из несжимаемого, а слой |г| < Нс - из сжимаемого 
материалов (рисунок). Здесь и в дальнейшем величинам сжимаемого слоя 
приписан индекс "с".

Требуется определить амплитуды вынужденных колебаний, компоненты 
тензора напряжений и вектора перемещения, когда на лицевых поверхностях 
пакета заданы кинематические условия

= ±(hc 4֊ h),t) = u^(r,y>)exp(int),
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а между слоями выполняются условия полного контакта

93, г = (2 ֊ г)Лс, I) = и^г, 9?, г = (2 - г)Лс)> г= 1,3,

(»)/ а}Дг,^,г = (2 - г)Лс, 0 = (7^(г, р,г = (2 ֊ г)Дс), (1.2)3 = г,

Для решения поставленной краевой задачи в динамических уравнениях
теории упругости в цилиндрических координатах и в условиях несжимаемости 
все компоненты вектора перемещения и тензора напряжений представляем в 
виде [1,21

Q = Q(x,y,z)exp(iQ։t) (1.3)

и переходим к безразмерным координатам и безразмерным перемещениям 
по формулам [1-4|; в результате получаем сингулярно возмущенные геомет
рическим малым параметром е системы уравнений для слоев из сжимаемых и 
несжимаемых материалов. Решение этих систем ищем в виде асимптотичес
кого разложения |1-4]

Q = ex°'£e^Q<^ЧM), (1-4)
5=0

где
Ха=-1, Хи = 0 (1.5)

для всех напряжений и перемещений сжимаемого слоя и

для соответствующих величин слоев из несжимаемого материала.
Подставив (1.4) - (1.6) в полученные сингулярно возмущенные системы 

уравнений и приравнивая коэффициенты при в левых и правых частях, 
получим непротиворечивые системы уравнений, решения которых после 
возвращения к размерным координатам и перемещениям имеют следующий 
вид [1,2]: 
а) для сжимаемого слоя —Кг < г < Кс

и

и

5'

= М՝2я *■1’ соб аиг + ‘бш аиг I

(1 -2р)(«2 -
соболя - — Л1£2я) БП1 

иг иг

^+1) = М<2։+1>со«а,2 + Л^+»

XI)

г(1 - 2^)(о£ ֊
—Л/,1,/'1 созашг - ат а,„г
(кр 01/)
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uf л) _ cos auz 4 N^a) sinauz + l)(z),

^<2-) = 
սրր

2i/Gc ծս^չ
1—21/ dz

0™ = 2(1 (n£2,) cos _ MW sin<w) J. ДСР.-1) + 2(1 Ոյք, Կ(շ}
1 — ZP 1 — ՃՍ (JZ

af*+1) _ аи(7с(^2,+ 1)со8Ски2 - 1}sinattz) + Gc^J*Հ" l)(z) +

7֊—2^uշ 2f//7Gc (j) cosawz 4 YyVw2j) sin awz^ 4֊ Gc^-J^i3 u(z), 
(1 - 2i/)(a2 — a* ) Wr / dr

cosa^z — ձք*+1) sinauz) I

-֊—2^\r 4՜~շ\ Gc (cosawz 4֊ -^֊ՎՀյ,) sinawz^ +
r(l - 2i/)(«f2 - afv) \dy> d<p J

+ + Gc-^֊J^-l\z),
az r ՍՀ)

(1.7)

ldu?2‘ °
т dtp

flrrc(2’՜1’
/х(2*-1) = O(Tr^ 

V* Ar

1 _ 2^՜ °
г др r

c(2,֊I) = 2(1 -^Ge^2'՜11 2mGc / i£{2s 11 1 ժս^2յ M
rr 1 — 2i/ dr 1 — 2p \ г r dp

r>c(2s l) 2(1 -И^е
1 ֊21/

1
r dp

2l^Ge ժՀ(2յ "
1 - 2t/ dr

2i^Gc
1 ֊21/

1 ^-։)

/Հ?*-i) _ 1 ~ 2lz
2i/(l — ^Gc

9Հ^չ ՑՀ^չ ( 1 ՑՀ(?-Ա + ^2< l)
dz dr r dp r

z
j^(^֊1) _ ± ։) sina„(z - t)Jt (u,i/,w),

a„ J 
0

(1 — 2t/)p< 
2(1 -1/)G
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б) для несжимаемых слоев < г < /гс 4 А, < г < Лг 4- /г

_(2«) _ ..С2®) । л֊(25~2) (г т} 
агт =а2г0 * атг>

а^> = вв(В™ сов 0г - Л^2” ып/Зг) + Я^-2),

= 0С(В™сов0г - Л^’ап^г) + Я^՜2»,

(-> - г , ^ 2) _ ^ 2)\
<7г'й ’ уг д<р дг г /

1 й/т(гл)
и(2») = Л(2>) СО5(32 + В(^) 5,п/?г _ -1֊^ + 42^2)(г), 

ир (гг

СО80г + В^> Ып 0г - -^-֊ 2’(г),
\¥рт д(р

ормулы (1.7), (1.8) для каждого шага итерации содержат
18 функций интегрирования: Ми, (и,//,ги) для среднего сжимаемого слоя

Рекуррентные
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(и, у), г = 1,3 для крайних несжимаемых слоев. Они
однозначно определяются из граничных условий (1.1) и (1.2).

2. Удовлетворив граничным условиям и условиям полного контакта, 
получаем

Л/(2э) =1 * Ц>
_______ 1 -21/
4(1 - 1/)о^СсБ1п а«Л/
_______ 1-21/
4(1 — созацЛ

3(2-) п
- -П О

/3(2-)=4 11)

1 ~  ^3(2з -2)

4(1 —//)ошй*с81пашЛс
1(2« 2)

г =
1 -21/ 3(2-֊ 2) 1(2- 2)

4(1 — 1/)аи,6’с соб а ц,/г

(2 л) _ 3(2э) 1(2э)
— °--0 — <֊\,о

(2-) _ 3(2з) 1(2-)

дг(2л+1) __1

и

М|2зИ) =----- ------ <,(**).
2Ал/рП2

Н) (1 — 2^) ып/ЗК (2-)

2(1 - .
с€г а„Ь

I £,<» * —
От т 1

Н1) -
М“ 2Ам

2Д“’
[<<*> -

&м= соь аиНс сой (ЗК-----81н аиНс з։п /ЗК, А^,= зш аиЬс сое (ЗК +

0в

- С05 0и/1, 81П 1.3К

- СО5 ои/1с 5Ш /?/г, 
06

нм=с°8 аиЬс вш /ЗКС---- ттг8*11 СО8 ^с» Дв№«1п. о,4/гс вш вНл -^Т^ССМ» Ои/1г СО8 (ЗЬС,

и,»; тг-

^ЛМ I (2л) 
2Лл/Р^2 \^Г<Т

Р»>
2Л^р(?2 дг

(1>)
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(1 — 2у)Дд^Бт/ЗЛ
дг

(25) \
— 1 4 1&осюЬ, 1„<»+

и/и
(1 — 2р) бш/М
2(1 —

" (2*) 
дг

(25) (2«)

—— СОБ /?Л 
/Э(Л ь

Алт1(2л) 

дг 2г°

у । /->
\C77-

1(25) \
хг° I

о!(2л) _ ^ВМ I

и 2ДмрП2 \

(1 — 2р)Дд/уБт/ЗЛ

(2*)
(25)

(25)

дг

И^ДД^’ .

гд^ря2Л2‘) \
I tgQwЛ ^„0.1

дг

(25)

(2.3)

4֊

(1 — 21/) соб/?Л
---П—7^ с^а^К 2(1 ֊ 1/)/За1(,6

(25) (25)

дг дг

и

----— Б1П (ЗИ.
д 1(2^) <тг2о 
а?а«° +т7՜

;и,^ (2'>),

где а(2л), (2л) - решение системы уравнений

ЬёлшЛса(2в) =
р\1*

1 2г^ ।
—-—— с1й а,оЬст{ > = ——
— 1У)аи)Ьс р\1г

— (соб^(Д 4֊ Кг) - соб/ЗНС)
& [Ж Доуу(1 — 2^) Б1П/3/1 

ДдгрП2 “ (1 - ^)а,„/ЗСДл/ '

(1 - 21/) соз /%с
/ 1 \ '^о — — (бш /3(К 4- Лс) — Ь1п /ЗЬС)

Д^рП2

ДнлД1 - 21у)б1п/ЗЬ 
2(1 - р)а^СД(^

А՛ = —(соб/3(Ь 4- Кс) — соб/31гс)

(1 — 2р) соб /ЗЬС . \ 
2(1 — 1/)а^ЗС

вм Двд'(1 — 2р) бш/ЗЬ

Б1П /ЗК

ДмР^2 (1 - р)а„,/?СД^
Ъ&аи>Ьс - (2.4)

(1 — 2р) соб 0Нс .
~Т\------\16(1 - 1/)а.ирС

— —(б'\п0(К 4֊ Ьс) — 81П /ЗКС) &лм△мМг2
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△влг(1 - 2^) вш/ЗД (1 - 2р) сое \ а\п(31
' 2(1 ֊^^*>(Т֊^С

ф±(.) = и-М ± иЧ-> _ (^з) ± Г^сова,^ + (ф(з> ± фО>)8т(։иЛг +

+ 4(^-2,(з - -л֊ Лс) ± 4(2-։’(г = Л + М - 2>(г = -Лс) т = /0 - 

- ^»-2>(г = Нс) Т 2)(з = -М, 

- д2 1 д I д2
V * = ՛ I •* — I —----- .

дт2 г дт т2 д<р2
Решение системы (2.4) должно обеспечить выполнение условий

иТГаЗ = 0. (2.5)

которые представляют из себя равенство нулю потока вектора перемещения 
через поверхности (5) несжимаемых слоев.

Приведем это решение для первого шага итерации (с точностью ГЛ՜-.՜”)), 
когда внешние воздействия не зависят от продольных координат:

<т(0) = лг01 + + сг3 + вц + б„,

т(0) = Ы2П1 + ьвго2 + С(к13 + Ь12оз) + В(кГ3 + б,г04) + м, +• /1,

А = -^-(<5тго2(АЯо) - А„2о2(АЯ)), В = -2-(^201(АК) ֊ дт20|(А^)), 

Л12 А12

С = -^-(^(дЯ) ֊ 2О4(дЯо)), о = - /ад^Я)),

А34 ^34

△12 = 2Го1(А/?о)^2(АЛ) — ^о1(А/^)^о2(А/?о),

△34 — ^0з(д^о)^04(м-^) ~ 2оз(д^)^о4(м^о)э

д = ^(Л ֊ <41) -/1 6т = С/з’(Я) + О/4’(Я) &<,= ֊ ' °2 7■ к = ау-ЬхХ\
Ь\ л аха2 - 1

М1.2 = 2

м? = м2, /4 = А’.

/С+<0)рП2 2 , К <°>рП2 „ 2 .
а։ =------------ 18 а,<ЛС| а2 =------ -------с18 а„пс,

п
2(1 - 1/)ац,Сс / К рш2

1—21/ \ рО2 Ь
К+(й}К (0) 16а„Лс,

= 2(1—1^0. / Л Р^_К+(О)К (оЛ
1-2г/ \рО.2 Ь /

. = _2(1-|/)о5.Ое /ф+(0) _
1 — 2р \ л /
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2(1— 1/)(1хиСс
= 1 -2м сЬк сцЛ.

ф (0) (. к-(0)ф+(0)^1 

/1

^02 (^€) ^оз(д€) И01(А£)г0з(^) /г 
. Оч.

Яо /?0

А = 2Г'г (Ат)2Г02(А£) - 701(Аг)^'2(А«),

где функции /Ол д = 1,2,3,4 - цилиндрические функции [5,6], которые 
являются решениями уравнений

Ф2 а 
(1г2

(Рц
№

4- /22<у = 0. (2.7)

При наличии численных значений Аид эти функции могут быть конкретизи
рованы [5,6].

Гаким образом, выведены рекуррентные рормулы для определения
компонент полей напряжений и перемещений трехслойной кольцеобразной 
пластины со сжимаемым средним слоем. Они могут моделировать, в 
частности, работу резинометаллических сейсмоизоляторов.

Заметим, что при

51110^/1^=0, со5о1и/1с = 0, Ад/= 0, Ал/= О (2.8)

амплитуды вынужденных колебаний резко возрастают, следовательно (2.8) 
являются уравнениями главных значений частот собственных колебаний, 
которые приводят к резонансу.
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Вынужденные колебания трехслойной круговой кольцевой пластины со сжимаемым 
средним и несжимаемыми крайними слоями

Асимптотическим решением уравнений динамической задачи теории упругости 
для пластин состоящих из сжимаемых и несжимаемых материалов зыведенны 
формулы для определения компонент тензора напряжений и вектора перемещения 
трехслойной пластины со сжимаемым средним и несжимаеми крайными слоями, 
когда лицевым поверхностям пластины сообщены вынужденные гармонические 
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колебания. Выведены дисперсионные уравнения вызывающих резонанс главных 
значений частот собственных колебаний.

Задача, в частности, моделирует работу резинометаллических сейсмоизоля 10- 
ров.

Ռ-.Ս. Դևորգյաև, Ե.Դ. Վիրաբյսւն, Ս.Ն. Բազիկյան

Սեդմեւի միջին և անսևրլմեյի եզրային շերտերով եռաշերտ շրջանային օրականն սալի
հարկադրական տատանումները

1'եղմելի ն անսեղմելի նյութերի շերտերից բարկացած սսրերի համար առաձգականության
տեսության դինամիկ խնդրի հավասարումների ասիմսլտոտիկական յուծմամբ արտածված են 
բանաձևեր' սեղմելի միջին ն անսերմելի եզրային շերտերով եռաշերտ սայի լարումների 
թենգորի և տեղափոխության վեկտորի բաղադրխները որոշելու համար, երբ սալի դիմային 
մակերևույթներին հադորդված են ներդաշնակ հարկադրական տատանումներ Արտածված 
են ռեզոնանս առաջացնող սեփական տատանումների հաճախականություններդ գլխավոր 

արժեքների դիսպերսիոն հավասարումները:
Խնդիրը, մասնավորապես, մոդելավորում է ռետինամետաղական սեյսմամսկուսխևերի

աշխատանքը:

R.S. Gevorgyan, Ye.G. Virabyan, S.N. Bazikyan

Forced Vibrations of a Circular Ring Three-Layered Plate with Compressible Middle and 
Uncompressible Boundary Layers

By means of the asymptotic solution of dynamic equations of an elasticity theory for 
plates from compressible and uncompressible materials formula for the components of the 
voltage tensor and displacement vector for a circular ring three-layered plate with com
pressible middle and uncompressible boundary layers are derived, when at the front-tace 
areas the harmonic forced vibrations are imparted. The dispersion equations of the main 
frequency values of self-oscillations of the plate are obtained. The problem, in particular, 
is simulate the work of the rubber- metallic seismoisolators.
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