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Асимптотическим методом решена трехмерная динамическая задача 
теории упругости о вынужденных колебаниях двухслойной ортотропной 
пластинки при наличии вязкого сопротивления. Установлены условия возник­
новения резонанса. Для частного типа задачи получено замкнутое реше­
ние. Показано, что наличие мягкого верхнего слоя приводит к уменьшению 
амплитуд колебаний в нижестоящем слое.

1. Рассматривается задача о вынужденных колебаниях двухслойной 
ортотропной пластинки £> = {(х,у, г) : (х, у) € Ро, _ ^2 < г - Л1,/ц + ^2 
Л « 1} при условиях полного контакта между слоями, когда нижняя 1рань 
нижней пластинки жестко закреплена, а на верхней приложен гармонически 
изменяющийся во времени вектор перемещения (рис. 1).

z

Рис.1.
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Имеем следующие граничные условия:

и11 = у11 = и/11 = 0 при г = —/12,

и1 = и1 (£, 7/) 81П 17/ (и, V, и>) при г = /11,

£ = х/1, т] = у/1, Оо - плоскость между слоями, I - характерный тангенциальный 
размер пластинки, 
и условия полного контакта:

<^х(г = 0) = <^(* = 0), сг'х(г = 0) = а" (г = 0), а[х(г = 0) = - 0),

и1 (г = 0) = и11 (г = 0), у1(г = 0) = уп(г = 0), и)1 (г = 0) = шп(г = 0). (1.2)

Запишем систему динамических уравнений пространственной задачи 
теории упругости анизотропного тела для ортотропных сред:

От
да[ку} да£>

дг
(к)ди^к) д2и(к^
1 ~дГ~рк-ж՜ (хуу,г\и{к\у{к\и}{к)), к

ди{к} _ 
дх

ди^ ди^ 
ди дх

(*)„(*)

ды^ ди^
дх дг

(и{к\у<к\и/{к),х,у,2\ 1,2,3),

дш(к) ди(к} _ (*) (к} 
л.. + — а44 °Vх *. _ Мк)

2. Решение системы уравнений (1.3) при граничных условиях (1.1) и 
условиях контакта (1.2) будем искать в виде

С/к)(х, у, г, I) - £}\к\х, у, г) 5Ш Ш 4 ©^(ж, У, г) сое $1/, (2.1)

где С){к) - любое из напряжений и перемещений, Л - частота вынуждающего 
воздействия.

Подставив (2.1) в (1.3), затем перейдя к безразмерным координатам и 
безразмерным компонентам вектора перемещения.

£ = х/1, г) = у/1, < = г/Л; = и^/1, = у^/1,
Wjl^) = w^/l,k = 1,11-,] = 1,2, (22)

получим сингулярно возмущенную малым параметром с = к/1 систему, реше­
ние которой будем искать в виде следующего асимптотического разложения 
[11: ___

аав, = е-։+’а*,^), а,Р = х, у, г-, « = 0^7;

И;(М) = е,((//'։), 1А(М), И'/'՞’), к = 1,11\ >=1,2; в = 0^7. (2.3)

8 = 0, Лг означает, что по немому (повторяющемуся) индексу « проис­
ходит суммирование от 0 до числа приближений ГЧ. Подставив (2.3) во
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вновь полученную систему уравнений, получим рекуррентную систему для 
определения а,%1,, V,’*’, %<*>. В этой системе все <Л'> можно выразить
через V/'”. 121-

Для определения функций 1)\к”, V/*’, И'/” получаются уравнения

Л2[ Г^.з)
—^֊ + а£)(Л(П.)։{/<*'։) + 2Л'(‘)0.^‘*)) = /ф”,

А2Т №,а)
+ ай)(р*(П.)ММ) ֊ 2К^а.и^) = /#”,

(№;<£>, а<*>)

где
а2€7^Г1,1Гд2^՜^Д(М) =

Ни’ df.dC,

у> dfdC,

»(*.») _ д(*)^г . 4՛
Я% ~АК д^дС +

„(М

Л*) 
- °44

Очевидно, что Я{*’0) = Н[к,0) = Яц’” = 0; к = 1,П; ] — 1,2- 
Из (2.4) следуют уравнения

\у2{кз) = -

=------------------
2К^.а^

+ ай>Л(П.)^

Л(М Л11

*Ч/| у (26)

1 
2К(*)П. а<2 + рНП.)2^,'1՛'’ - И(к,*) 

И։ к = /, И,

а также уравнения

4՜ 2^55^Рк(^*)2
д(?

+ (4’)а^(«.)։ + 4(к(‘>)։)(п.)М‘ ” =

= + а^>рк(П.)2Я<*։> - 2Ка£։П.<”. (у-Г;в“ •
dC2
х 9 (О.)2 . _£_(Р2(П.)2 + 4(Л'“))2)(П.)2И‘ ՜' =

-^+2^-эё- + (л<?/р‘
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1 д2н$? , (О.)2 о(*,։) 2КП. о(*,.) 
- Х?՜^՜ + (Х*Г "(XV)2 к = 1,11. (2.7)

Решениями уравнений (2.7) являются:

= и^Чш) + и^Чш) (и,У,1У), к = 1,11, (2.8)

где величины с индексом "о”- решения однородных, а с индексом ч ’ - частные 
решения неоднородных уравнений (2.7).

Решениями однородных уравнений являются:

+С^(С ч)<$ + ^’(С V, IV), (2.9)

где
</ш = сЛ^Ссозб^С, = 8Ку^\5\п6у\

4>4и = СОЗ

7(ик) = ?֊(^(^)2 + 4(^))2 ֊ рЛ),

°и
(к)о _______________
^(^(П.)2 + 4(^>)2 + рЛ), 

£

(2.10)

(и, V, IV; XV, XV, 1Мп ). к = 1, II.

Одновременно имеем:

о +(С п, о (и,у,ы), к = 1,н, (2.11)

^■Л)«Л,О = -с£’Ч^)ч№ + 4*֊*)(С,Х^+

+О*. - с$*Че, (2-12)

XV.” = 4) - «) +
<155

г(к,»), (к) (к) с(к) (к). Г(к,л)( (к) (к) Ак) (к)}] _(М)/г „ И /о 1О\^2(7 4- <Р\и) 4- (7[/ <-Р\и ~ °и ^21/)] 4 а121ч\ч, ту, чЛ ^.1о;

<*,.) _ _1_. г(к,.)( (к) лк) ам.лчх + - л(*)м(*)и
ахг2 — (7и ^Рзи + Ои Фш) + ис/2 к7у ^Р\и °и ^зи)^

<155
г,(к.з)( (к) (к) М (к). Л- I а{к'а)(^ п П+ ( и3 \Уи Ф\и ~ ”и кУи 4>2и + ”и ^Ш/1 1 ахг2ч\^>Г1Л)^

(х,у,г;и, V) IV; XV-XV, 1/Х*’). к =

где

{/2,М)(€Л,0 = ֊ 1
2К<‘>П.Х5) эс2 + XV (^М՝а}
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(214)Ям-1К’ , 4*Л +~ъ~_
Удовлетворив граничным условиям (1.1) и (1.2), получим три алгебраичес­

кие системы относительно неизвестных функций С™, с£”, г = 1,2,3,4:

Си{^<р\и(^ — С) + Сиз )(/4у(С - С1) + ^'уз '^зуК — С1) + СуГ^л/К = С) =

= 1/+(" - = <0,
-СЙ'ШС = <։) + СЙ։) А = <1) + СЙ։)^« = С1) - = с,) =

= ֊^’’(с = <։).

С^Му^С = -Сг) + с№\>%4<; = -Сг) + С^'^ЧС = -<з)+ 

+^4/'։)^)« = ֊Сз) = ֊^‘"'’(С = ֊<2)-

-С^’^ЧС = -<г) + С^^ЧС = ֊<2) + С^МЧС = ֊<»)֊ 

-с^(3"Чс = ֊<2) = -1/П = ֊<2).

с^МЯСС = о)+с^’^(с = о)+с&Мк = о)+с<?’^« = о)+= °> = 

= С^^зиЧС = 0) + С^зиЧС = 0) + С^’^ЧС = 0)+

+С^<р(̂ 4с = 0) + и{"’’4с = 0),

= о)+сй'М2(С = 0)+с</з”^(С = 0)-с<7)^« = 0)+^Л”(С = 0) = 

= -сШ^Чс = 0) + с^У'йЧс = 0) + = 0)-

-с^'^Чс = 0) + ^,"Л)(с = 0). (2'15)

а(,) а55
= 0) - ^^зуК = 0)) + С’^։,(7{')^« = °) + 4П^у(< ֊ °»+

уз‘)(7и)'Р2У« = °) + ^'МуК = °)) + Си^Ч1и ։^1у(С = °) - <5у'^(С ֊ и|> +

1
а55

с^Чу^'Л = о) - Я'ЧМЧс = о»+

+с‘7'։)^,,^у/)« = 0) + ^аЧс = 0))+

^ЬГЧу^Чс = о) + Я'Ми'Чс = о))+
^■։>(7^ (̂1у)« = 0) ֊ М'ЧМЧС = 0))1 + = °)-

а(,)а55 I

-с^ЧМ(< = 0) + бМс = 0)) + С,Й”(7^^у« = °) - = °)) +

ЬЧ3Чу(М(с = °)-^п^(с = 0))֊с^Чуи^ = °)+ 0))]+
ииз
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1

где

+(С - о) — <//) «и
-4'1Л')(7^)^")(С = 0) + 4"М"’(С = 0))+

+С^)(7^)(С = 0) - <5<">^'>(С = 0))+

+С<"’Ы'М'Л( = 0) - бЩК = 0))-

= 0) + 4"М">(( = 0)) +а1'£։(С = 0), (и, V, №; <£\а™, 1/Л<*։)

у+(0) = „+д у+(°) _ у+/1ц и,-+(о) = и+т = о, 5 / о, ((/, V, IV). (2.16)

Решив систему (2.15) и подставив значения С^'(^,т]), Су*''(£,т)), С’^)(С,71)
в (2.8) ,(2.11), получим:

г(М) г(к,з)
и1 ~ Л г1У л г2и +

Ак.з) 
]Цз
Аи

(к) . 
Фзи + Ч>4и +

(М) 1ч

г(^’5) г(^»$)
т^к.б) _ }ц2 (к) 1их (к) (к) )и3 (к) „(М) ([/ у МД Ь — / //и2 ~ л л Г2С л ^Рзи + л ^4(7 и2ч АС/»1,5ГИЛ Л ֊2,22,£Д(/ А у

где 1 = 1.2,3,4, получаются из определителя Ду системы (2.15)
заменой соответственных столбцов столбцом из свободных членов.

Считаем , что Ду, Ду, Д^ 0. Если (7 такова, что хотя бы одна из 
этих величин равна нулю, произойдёт резонанс. Эти значения И совпадают 
со значениями частот собственных колебаний [3].

3. Рассмотрим частный случай. Пусть

?2+ — сопб1, V4՜ = СОП51, = сопбЕ

При 5 = 0 будем иметь:

г(^.0) Г(/с,0) /-(А:,0) г(^.О)
гг(Л.О) _ /Цу (к) }ц2 (к) 1и3 (к) 1и4 (к)

~ Д^/ 4 Дсг ^2и + ~К^^2и + д^՜^7’

Лк,0) г(к,0) г(к,0) Дк,О)
п(к,0) _ /и2 (к) (к) }и4 (к) ]и3 (к)
(72 — ~т -Р\и х ^2С/ х1Аи

Несложно убедиться, что при з > 0

[/.(м) = у.{к’я} = И7<*’5) = = \4к,з) = И4(М) =1 А л = о,

поэтому приближению з = 0 соответствует точное решение.

и<*> = Щ/[кт зт91 + и^кт совШ), (и(*)>«<*),и/(*);{/1К,И'),Л = 1,11.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

В качестве иллюстрации приведем некоторые численные и графические 
результаты. Рассмотрим пластинку, состоящую из резины (Е = 6.96 х 105
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Па, (7 — 2-4 х 105 Па, р — 1100 кг/м3) , стеклопластика АСТТ и СВАМ, 
характеристики упругости которых приведены в [ 1), или бетона (Е = 3.0262 х 
Ю10 Па, С = 1.0435 х Ю10 Па, р = 2300 кг/м3), с толщиной к = 1м. Графики 
амплитуд колебаний по толщине пластинки соответственно приведены на рис 
2-4, когда I = 1с.

АСТТ - Бетон

АСТТ - СВАМ

Рис.2.

РИС 4.
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Из приведённых графиков видно, что если все слои состоят из жестких
схожих материалов, то амплитуды колебаний уменьшаются, хоть и незначи­
тельно, от верхнего слоя к нижнему (рис.2,3). При наличии же слоя из
более мягкого материала (например, резины), амплитуды колебаний в нижнем 
слое резко уменьшаются (рис.4). Этот результат сохраняет силу и при иных 
толщинах мягкого слоя. Установленный результат можно использовать в 
машиностроении и сейсмостойком строительстве.

Институт механики НАН РА

Գ. Լ. Ագատյան

Երկշերտ օրրոտրոպ սափ հարկադրական տատանումերի ասիմպւոոտիկան 
առաձգականության տեսության երկրորդ եզրային խնդրում' մածուցիկ դիմադրության 

առկայության դեպքում

Ասիմպտոտիկ մեթոդով լուծված է երկշերտ օրրոտրոպ սալի հարկադրական տատանու­
մների վերաբերյալ առաձգականության տեսության եռաչափ դինամիկական խնդիրը, երբ 
սալում առկա է մածուցիկ դիմադրություն: Դիմային նիստերից մեկը կոշտ ամրակցված է, իսկ 
մյուս նիստի վրա ազդում է ժամանակի ընթացքում ներդաշնակորեն փոփոխվող տեղափոխման 
վեկտորը: Շերտերի միջև տեղի ունեն լրիվ կոնտակտի պայմաններր: Հաստատված է 
լարումների թենզորի և տեղափոխման վեկտորի բաղադրիչների ասիմպտոտիկան, կառուցված 
է իտերացիոն պրոցես անհայտ մեծաթյունները որոշելու համար: Որոշված են տատանման 
լայնույթները, մասնավոր դասի խնդիրների համար ստացված են փակ լուծումներ Նշված են 
ռեզոնանսի առաջացման պայմանները:

G. L. Azatyan

Asymptotic Form of Forced Vibrations of Double-Layer Orthotropic Plate in Case of the 
Second Boundary Problem of the Theory of Elasticity at Presence of Viscous resistance

The asymptotic method was used to solve the three-dimensional dynamic problem 
of the elasticity theory on forced vibration of double-layer orthotropic plate at presence of 
viscous resistance. The front face of the lower layer is rigidly fastened, and on the front 
face of the upper level the displacement vector is given, varieties of which are harmon­
ically according to time. There are conditions of full contact between the layers. The 
asymptotic form of the components of stress tensor and displacement vector is found. An 
iterative process for determination of sought unknown quantities is developed. Formulas 
are developed to determine the amplitude of vibrations. The closed solution for particular 
type of problems is found. The resonance arising conditions are determined.
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