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В данной работе рассматривается задача Лагранжа с бесконечными 
горизонтами, для которой приводятся необходимые условия первого порядка. 
Кроме того нами формулируется лемма о скруглении углов для задачи 
Лагража с конечными и бесконечными горизонтами. Работа основывается на 
результатах статьи французских математиков Блота и Мичела [1], установив­
ших необходимые условия для простейшей задачи вариационного исчисле­
ния с бесконечными горизонтами, которая отличается от задачи Лагранжа 
отсугствием условия Ф(1, Т], х2) = 0. Основным побуждением для изучения 
такого типа задач является теория оптимального роста, которая составляет 
одну из важнейших глав теории современной макроэкономики (см. [2-9]).

Экстремальная задача

1(х) = 7 f (t, x(l),x(t))dt 
է

Փ(է,1ւ,1շ) = 0
т(0>) = Zo

sup,

называется задачей Лагранжа с бесконечными горизонтами. Здесь х — т(<) = 
(т1(^), т2(^)), п берется равным 2 для геометрической наглядности. В даль­
нейшем / : [(0,-1-оо) х И х R2 —► Я1, где И некоторое множество в R2, а 
Ф : [б0, +оо) х R' х R' —► R1, причем обе функции дважды непрерывно диф- 

еренцируемы в своих областях определений. При таких ограничениях
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задачу (Р1) будем называть гладкой. Функционал I определяется на функциях 
х(0 = (Х1(<),Х2(0), где х(1) € С’1 {[*о,+оо);/?2}. В этой статье приводятся 
результаты, касающиеся слабых решений (Р1). Добавим, что (<о»^о) = 
(£о,яо1,яо2). причем Ф(£о,яо) = 0 (т.е. Ф(£о, 101,^02) = 0). другими словами, точка 
(£0,т0) принадлежит фиксированной поверхности Ф(£,тьт2).

Определение 1. Функцию х = х(1) = (х1(^), т2(<)) будем называть допус­
тимой кривой для задачи (Р1), если выполняются следующие условия:

• х(1) € 4֊оо);Я2},
• т(^о) ~ ^0» 

ОС
• Ф(£, Т](£), х2(г)) = 0 для 41 Е [*0, +оо), причем интеграл / /(/, т(£), т(0)Л/ 

сходится
Определение 2. Функция х = т*(<) = (т^(<), т2(<)) есть слабое решение 

(Р1), если
• х = х*(0 допустимая кривая для (Р1)
• 3$(£) € С{[£0, 4֊оо), (0,+оо) : Ут = х(1)} допустимой кривой, удовле­

творяющей ||т(£) — х*(«)|| 4- || х(0 - т*(£)| | < 5(0- VI € 1^о, +оо) =► 1(х) < Цх*),
Замечание 1. ||х(<) — а;*(£)||, У£ е [<о, 4֊оо) есть норма в R2. Если

т*(£) = (т;(£), т£(£)), то через Ф‘։, Ф’„ обозначим соответственно Ф’։(0 = 
Ф®։ $1(0»^5(0). $®2(0 = Фх2(^Х1 (0>х5(0)*

Теорема 1. Пусть задача (Р1) гладкая, х — т*(£) ее слабое решение такое, 
что для любого |г1։г2] С [£о, 4-ос) выполняется т*(<) 6 С2{[г1, г2], R'2}, причем

[Фх, (О]2 + |ф;1։ W]2 > О, W е [to, +оо)- (1)

Тогда существует р = p*(t) е Сфо, 4֊оо) множитель Лагранжа, так что имеет
место условие Эйлера 

для Vte\tQ, 4-ос),

где L(t,x,x) = f(t,x,x) 4֊ р*(^)Ф(<, х), a L9Xi и [/ определиютя как

Обозначим через /* график слабого решения х = x*(t), т.е. совокупность 
точек для Vt € [<0,4֊оо). Возьмем произвольную точку
М(Т,х*(Т),х;(7)) € Z*. где t G [Zq, Too). Из условия (1) следует, что одна из 
величин Ф'ДГ), Ф;/Г) отлична от нуля. Для определенности положим, что
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(^)э т2_({) _ ф* (£) о. В этом случае, в силу теоремы о неявной функ-
Эт2 12 1

ции (см. [Ю]), в некоторой £о " окрестности точки (£,Х1*(0) € ^4о(^>х։*(0) 
существует дважды непрерывно дифференцируемая функция х2 = 
такая, что для 4(1, хх) € Г/Со(^ х1*(0) имеет место

Ф(^,Ж1,^^,Х1)) = 0. (2)

Введем функцию

/1 (£, 5 » 0(^’ *1 )»

и выберем точки (и, Я1(т։)), (т2,х{(т2)) так, чтобы I € (тх,т2) и (Т1,х5(г1)) € 
£4о(^*Г(0). > = Ь2» более того, для I € [Т1,т2] и (4,х;(0) € (Ло(^ ^Г(О)- Теперь 
введем в рассмотрение две задачи: (Р2) ֊ задачу Лагранжа с конечными 
горизонтами и (РЗ) - простейшую задачу вариационного исчисления

1(х(1)) = Т//(I, х(1),х(1))(И ֊> вир, 
п

Ф(г,Я1,х2) = о, 
т(т!) = Х*(Т1), 

[т(т2) = х*(т2);

Л(Т1(О) = I /\(^Х\(1),хх(1))с11 -> вир, 
п

*1(п) = ^Т(п),
. *1(т2) = х;(т2);

(Р2)

(РЗ)

Очевидны следующие утверждения.
Предложение 1. Задачи (Р2) и (РЗ) эквивалентны.
Замечание 2. Эквивалентность надо понимать следующим образом: если 

х = х(1) = (хх(Ь),х2(1)) является решением (Р2), так что (1,хх(1)) € иео(1,хх*(1)) 
для V I € [тьт2], то Х1(0 является решением задачи (РЗ) ; если же х = хх(1) 
является решением задачи (РЗ), так что (£,я?1(£)) е иео(1,хх*(1)) для I е [т1,т2], то 
х = х(1) = (хх(1), гр(1, хх(1)) есть решение задачи (Р2).

Предложение 2. Пусть х = х*(<) = х^)) есть слабое решение задачи 
(Р1), тогда

(1) сужение х = х*(1) = (х](1), 2^(0) на сегмент [т^, т2] есть слабое решение 
задачи (Р2), если

(4,х;(0) 6 (Л0(Е Х1*(<՜)) ДА» <€|Т1,Т2];

(н) сужение х = х*(Г) для £ € [тьт2] есть слабое решение задачи (РЗ), если

(։,х;(1)) е для « е [п,т2].
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Можно доказать более сильное утверждение, чем утверждение (1) в предло­
жении 2. Приведем его.

Предложение 3. Если х = является слабым решением задачи (Р1). то 
сужение х(1) на любой сегмент [т],т2] с [£о, Тоо) есть слабое решение задачи 
(Р2).

Замечание 3. Предложения (1,2,3) играют существенную роль при 
доказательстве теоремы 1. Так же как и в [1| техника скругления углов 
играет для нас основополагающую роль. Заметим, что лемма о скруглении 
углов для задачи Лагранжа с конечными горизонтами и тем более для задачи 
с бесконечными горизонтами была до сих пор не доказана. Без сомнения, 
леммы о скруглении углов для этих задач представляют также автономий 
интерес.

Приведем формулировку этой леммы для задач с бесконечными горизон­
тами. Для этого дадим определения следующих пространств:

С1 {[to» Too), Z?2} есть, как всегда, класс непрерывно дифференцируемых
функций на [t0, Too) со значением в Z?2;

PC' {[t0, Too), R2} является пространством непрерывных функций ИЗ

[£о, Тоо) в R2 таким, что сужение любой функции из этого класса на [г1։г2] с 
[t0, +оо) кусочно непрерывно дифференцируемая функция в обычном смысле, 
т.е. имеет конечное число точек разрыва первой производной первого рода 
на [г1,г2];

FPC^to, Too), R2} есть пространство элементов из PC' {[f0, Too), R2}, у
которых точки разрыва 1-ой производной конечное число.

Введем определение (клпР.

dornl = {z(t) = (zi(t), x2(t)) E Too),Z?2}|Vi G [i0, Тоо)Ф(Г, z։ (<), z2(t)) =

J\(t, x(t), x(t))dt < Too},
to

Сформулируем теперь теорему о скруглении углов для задачи (Р1).
Теорема 2. Если функция f(t,x(t),x(i}) непрерывна по совокупности 

аргументов на [Jo, Too) х Q х R2, а Ф(/,хьх2) дважды непрерывно дифферен­
цируема на [!0, Too) х Я1 х R1, причем для каждого (t,zi,z2), для которого 
Ф(^, xi, z2) = 0, имеет место

тогда
(г) sup{Z(z) : х G doml П FPC՝ {[to, Too), R2}, x(t0) — то} — 

= sup{Z(z) : x G doml О C1 {(to, Too), Z?՜}, x(to) — To}.
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(И) для х е dornl Ո FPC} {[t0> +оо),/?2} с x(J.q) = xQ

и для s(t) G C°{[io, +оо),(0, Too)}

sup{ 1(у) : у € doml Ո FPCl{\t0, +оо), Я2}, у (to) = zo>

VZ e [Zo, +oo),\\x(t) - t/(Z)|| < s(t)} =

= sup{/(?/) : у e domlnc' {|Z0, +oo), R2},y(t0) = € [t0։ +<*>). ||s(0~3/WII < s(0b

Замечание 3. Лемма о скруглении углов для задачи Лагранжа с конеч­
ными горизонтами формулируется точно так же, как теорема 2, но только +оо 
заменяется на Ц < +оо.
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Լագրանժի անվերջ հորիզոններով խնդրի համար աոաջին կարգի անհրաժեշտ պայմաններդ

Տվյալ հոդվածում դիտարկվում է Լագրանժի խնդիրը անվերջ հորիզոններով, որի համար 
ձևակերպվում են էյլեր - Լագրանժի էքստրեմումի անհրաժեշտ պայմաններդ և բերվում է 
անկյունների ողորկման լեմման:

A. M. Hovhannisyan

First-Order Necessary Conditions for the Lagrange Problem with Infinite-Horizon

In this paper we establish the first-order necessary conditions (Euler-Lagrange con­
ditions) for Lagrange problem with infinite-horizon. For that problem we also define and 
obtain the Rounding-Off Comers Lemma.
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