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1. Аналитические решения временных уравнений Шредингера сыграли важную роль в 

изучении ряда проблем теории когерентного взаимодействия излучения с веществом. Яркими 

примерами являются знаменитые решения Ландау - Зинера [1] и Розена - Зинера [2], полу-

ченные еще на заре квантовой механики. С помощью этих решений были исследованы вопросы 

пересечения термов и эффекты, обусловленные формой импульсов, т.е. принципиальные аспек-

ты проблемы неадиабатических переходов в квантовых системах. Хорошо известными после-

дующими примерами являются решения Бамбини - Бермана [3] и Кэрроля - Хью [4], полу-

ченные в 80-х гг. XX столетия и сыгравшие в свое время роль возмутителей спокойствия, 

стимулировав появление некоторых нетрадиционных результатов, приведших к качественно 

новым взглядам на определенные вопросы квантовой оптики. Важно, однако, что аналитичес-

кие решения не утратили свою роль и на современном этапе развития атомной и молекулярной 

физики. Подтверждением тому является ряд эффектов, обнаруженных совсем недавно именно 

благодаря подобным точным решениям. К их числу следует отнести и, например, эффект суже-

ния нецелого порядка интерференционных краев картины дифракции атомов на стоячей волне 

[5], новую трактовку механизма STIRAP-a (вынужденного адиабатического Рамановского пере-

хода) в трехуровневых системах [6] и др. 

В свете сказанного вопрос об аналитической интегрируемости временных уравнений 

Шредингера для простых квантовых систем обретает достаточно широкий теоретический инте-

рес. Следует сказать, что вопрос этот математически довольно сложен и требует интенсивных 

исследований. Нами доказана общая теорема о классовом свойстве решений [7] и получен ряд 

новых решений двухуровневой [8] и трехуровневой [9] задач. Именно эти решения послужили 

основой для выявления вышеуказанных эффектов [5-6]. 

Следует отметить, однако, что с точки зрения применимости к конкретным физическим 

задачам полученные решения обладают различными потенциалами. Как показала практика, 

решения трехуровневых задач оказали гораздо большее влияние на исследование конкретных 

вопросов, чем аналогичные решения для двухуровневых систем. Естественно, это в первую 

очередь обусловлено тем, что физика трехуровневых систем объективно намного более богата, 



чем физика простейших двухуровневых атомов. По этой причине аналитические решения трех-

уровневой задачи, несомненно, представляют больший практический интерес. И поэтому в 

настоящей работе мы проводим последовательный поиск решений трехуровневой задачи. 

Исходным пунктом служит то обстоятельство, что все известные к настоящему времени 

решения трехуровневой задачи выражаются в обобщенных гипергеометрических функциях. 

Так как трехуровневая задача в общем случае может быть сформулирована в виде определен-

ного обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка, то следует искать реше-

ния, выражающиеся в гипергеометрических функциях 1F2, 2F2, и 3F2 (так как только эти гипер-

геометрические функции подчиняются уравнениям третьего порядка). Поскольку при этом 

наиболее гибкими являются функции 3F2 (они содержат пять свободных параметров), то мы 

здесь концентрируем наше внимание именно на решениях, выражающихся в этих функциях. 

Применяя метод поиска интегрируемых случаев, развитый в [7-9], мы обобщаем все известные 

в настоящее время решения в функциях 3F2 и получаем ряд новых классов решений. Суммарно 

мы представляем здесь 12 бесконечных классов интегрируемых случаев трехуровневой задачи. 

Предыдущий опыт позволяет надеяться, что приведенные решения сыграют полезную роль в 

изучении различных задач квантовой оптики и атомной физики. 

2. Временные уравнения Шредингера для трехуровневой квантовой системы, подвержен-

ной воздействию двух квазирезонансных волн, имеют вид [10] 

 

где ܽଵ,ଶ,ଷ-амплитуды населенностей уровней, ܷ, ܸ - частоты Раби и ߜଵ,ଶ - расстройки соответ-

ствующих частот полей от атомных. Исключив ܽଶ,ଷ из этой системы, можно записать задачу в 

виде обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка: 

 

Нашей задачей является нахождение таких действительных функций ܷሺݐሻ, ܸሺݐሻ ൐ 0 и ߜଵ,ଶሺݐሻ, 
для которых возможно заменой зависимой и независимой переменных 

 

свести уравнение (2) к уравнению 

 

Как известно, общее решение последнего уравнения задается с помощью обобщенных гипер-

геометрических функций от пяти параметров 3F2 [11] 

 

где ܥଵ,ଶ,ଷ - произвольные постоянные, а параметры ߟଵ,ଶ,ଷ и ߦଵ,ଶ,ଷ определяются из следующих 

кубических характеристических уравнений 



 

Согласно общему подходу [7-9], следует переписать уравнение (2), заменив всюду пере-

менное ݐ на ݖ, и приравнять коэффициенты полученного уравнения и уравнения (4), предва-

рительно преобразованного первой заменой (3). Далее, если функции ܷ∗ሺݖሻ, ܸ∗ሺݖሻ и ߜଵ,ଶ
∗ ሺݖሻ 

(называемые базисными решениями) представляют собой решения полученной системы урав-

нений, то, согласно классовому свойству решений, функции ܷሺݐሻ, ܸሺݐሻ и ߜଵ,ଶሺݐሻ, определенные 
соотношениями 

 

составляют класс функций, для которых решение исходной трехуровневой задачи выражается в 

обобщенных гипергеометрических функциях по формуле (5). Здесь ݖ ൌ  ሻ - любая физическиݐሺݖ	

разумная комплекснозначная функция действительной переменной ݐ - времени, определяющая 

взаимно однозначное отображение ݐ → 	.ݖ
Следуя нашей предыдущей работе [9], будем искать базисные решения в виде 

 

Если ограничиваться простейшим случаем ߮ሺݖሻ ൌ 1, то определяющие уравнения будут иметь 

вид 

 

Из первого уравнения этой системы имеем 

 

Остальные два уравнения дают 

 

и 

 



Кроме того, структура уравнений (10) накладывает ряд ограничений на параметры задачи. 

Прежде всего, легко показать, что должно быть ݇ଵ,ଶ, ݊ଵ,ଶ ൒ െ1 и ݇ଵ,ଶ ൅ ݊ଵ,ଶ ൏ 0. Далее доказы-

вается, что ݊ଵ ് െ1 и ݇ଵ ് 0. Наконец, необходимость исключить во втором уравнении (10) 

член, пропорциональный 1/ሺ1 െ  :ሻଶ, приводит к следуюшим соотношениямݖ

 

где ܣ,  произвольные постоянные. Дальнейшее изучение всевозможных вариантов с - ܥ и ܤ

учетом перечисленных ограничении приводит нас окончательно к двенадцати независимым 

 

базисным решениям. Эти функции вместе с необходимыми ограничениями, налагаемыми на 

параметры задачи, представлены в таблице, Представление о характерных представителях 

соответствующих классов можно получить, применив стандартное преобразование ݖ ൌ
ሺ1 ൅ tanh  .ሻ/2ݐ

Данные классы содержат в себе все известные в настоящее время модели трехуровневой 

задачи, интегрируемые в обобщенных гипергеометрических функциях 3F2. Более того, как 

правило, наши классы представляют собой обобщения ранее известных решений. Так, напри-



мер, 5-й из приведенных классов является обобщением решения Лайне - Стенхолма [12] на 

случай ненулевых расстроек, а 6-й и 9-й суть обобщения двух семейств, представленных в [9]. 

Ранее были целиком известны лишь 10-й класс, в точности совпадающий с классом Кэрроля - 

Хью [4], и 11-й класс, который был представлен нами совсем недавно в работе [6]. Остальные 

приведенные классы получены впервые. 

Таким образом, мы провели поиск новых аналитически интегрируемых случаев трехуров-

невой задачи и нашли 12 бесконечных классов решений в обобщенных гипергеометрических 

функциях 3F2. Некоторые из этих классов представляют собой существенные обобщения ранее 

известных моделей, большинство же - новые решения. Полученные модели могут быть приме-

нены для исследования ряда конкретных физических задач квантовой и атомной оптики. На-

пример, обобщенный 5-й класс может быть использован для изучения вопросов неоднократного 

пересечения термов в многоуровневых системах, 

В заключение отметим, что вышеприведенный анализ без труда может быть проведен и в 

применении к другим уравнениям, например, к уравнениям, которым подчиняются обобщен-

ные гипергеометрические функции 1F2 и 2F2. 

Работа выполнена при поддержке грантов Фонда Гражданских Исследований и Разра-

боток No NFSAT РН 100-02/12042 Международного Научно-Технического Центра No. А-215-99 

и PA No. 2002-0591. 
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Ա. Մ. Իշխանյան 

Եռամակարդակ խնդրի լուծումները 3F2 ընդհանրացված  

հիպերերկրաչափական ֆունկցիաներով 

 

Դիտարկված է եռամակարդակ խնդրի անալիտիկ ինտեգրման հարցը` Շրյոդինգերի 

ժամանակային հավասարումները 3F2 ընդհանրացված հիպերերկրաչափական ֆունկցիա-

ների կողմից բավարարվող երրորդ կարգի գծային դիֆերենցիալ հավասարմանը բերելու 

միջոցով: Գտնված է այդ ֆունկցիաներով ինտեգրվող մոդելների ընդհանուր առմամբ 12 

անսահման դաս, որոնց մեծամասնությունը նոր է, իսկ մնացյալները հանդիսանում են 

նախկինում հայտնի մոդելների ընդհանրացումներ: 
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