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Для неоднородного упругого слоя, лежащего на упругом однородном полупространстве, 

определены условия существования поверхностных волн типа-SH. Показано, что поверхност-

ные волны существуют, если наименьшая фазовая скорость упругих волн для соответствующего 

слоя со свободными поверхностями меньше скорости поперечной волны полупространства. 

Впервые сдвиговые поверхностные волны типа SH были изучены в работе Лява [1] для упругого 

однородного слоя, находящегося в условиях контакта с упругим однородным полупростран-

ством. Для неоднородного полупространства вопросы существования поверхностных волны 

типа SH обсуждены в работе [2]. Обзор работ по поверхностным волнам типа SH для различных 

сред имеется в работах [3,4]. 

1. Рассмотрим упругий неоднородный слой, расположенный на упругом однородном полу-

пространстве, верхняя поверхность слоя свободна от механических напряжений. Механические 

характеристики материала слоя - модуль сдвига ߤሺݔଶሻ ൐ 0 и плотность ߩሺݔଶሻ ൐ 0 являются 

функциями от координаты толщины слоя ݔଶ ∈ ሺ0, ݄ሻ. Полупространство, занимающее область 
ଶݔ ∈ ሺ݄,∞ሻ, характеризуется модулем сдвига ߤ଴	,  плотностью ߩ଴	. 

Относительно сдвиговых компонент упругих перемещений слоя ܷଷሺݔଵ, ,ଶݔ -ሻ и полупростݐ

ранства ଷܸሺݔଵ, ,ଶݔ  ሻ имеем следующие уравненияݐ

 

На поверхности контакта имеем условия непрерывности упругих перемещений и касательных 

напряжений 

ܷଷሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ ൌ ଷܸሺݔଵ, ,ଶݔ ଶݔ            при                          (ݐ ൌ ݄ 



ଶሻݔሺߤ ൌ
߲ܷଷሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ

ଶݔ߲
ൌ ଴ߤ

߲ ଷܸሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ

ଶݔ߲
    при                     ݔଶ ൌ ݄ (3)

На свободной поверхности слоя имеем 

߲ܷଷሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ

ଶݔ߲
ൌ 0    при                     ݔଶ ൌ 0 (4)

На основе этих уравнений исследуется вопрос существования поверхностной SH-волны, когда 

амплитуда волны убывает от поверхности контакта. 

ଷܸሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ → 0    при                     ݔଶ → ∞ (5)

Представим решения в виде плоской волны, распространяющейся вдоль оси ݔଵ 

ܷଷሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ ൌ ܷሺݔሻexpሾ݅ሺ݇ݔଵ െ  ሻሿݐ߱

ଷܸሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݐ ൌ ܸሺݔሻexpሾ݅ሺ݇ݔଵ െ  ሻሿݐ߱
(6) 

(7)

Здесь ߱ есть частота волны, ݇	-величина, обратная длине волны, ݔ ൌ - ଶݔ݇  безразмерная 

координата, ܷሺݔሻ, ܸሺݔሻ амплитуды волн. Для функции ܸሺݔሻ имеем 

݀ଶܸ
ଶݔ݀

െ ሺ1 െ ሻܸߣ ൌ 0 (8)

где ߣ ൌ ఠమ

௞మ௖బ
మ ; 		ܿ଴

ଶ ൌ ఓబ
ఘబ
. При ߣ ൏ 1 уравнение (8) имеет следующее затухающее на бесконечности 

решение 

ܸሺݔሻ ൌ 1√ݔexp൫െܥ െ ൯ (9)ߣ

Подставляя это решение в условия контакта, получим следующее граничное условие для 

функции ܷሺݔሻ при ݔ ൌ ݄݇ 

ܷ݀
ݔ݀

൅ ෤√1ߤ െ ݔ при ܷߣ ൌ ݄݇ (10) 

где ߤ෤ ൌ ଴ߤ
ൗ	ሺ݄݇ሻߤ .	 Для функции ܷሺݔሻ имеем 

݀
ݔ݀

൤ߤሺݔሻ
ܷ݀
ݔ݀
൨ ൅ ሾߩߣሺݔሻܿ଴

ଶ െ ሻሿܷݔሺߤ ൌ 0 (11) 

На свободной поверхности имеем 
ܷ݀
ݔ݀

ൌ 0 при ݔ ൌ 0 (12)

Краевая задача (10-12) представляет собой задачу ШтурмаെЛиувилля [5] от параметра ߣ, 

граничные условия которой также зависят от этого параметра. Для этой задачи существование 

собственных значений для ߣ ∈ ሺ0,1ሻ свидетельствует о наличии поверхностных волн в рассмат-

риваемой системе неоднородный слой- однородное полупространство. 



Так как собственные значения входят в граничные условия и ߣ ൏ 1, то существование 

решения краевой задачи возможно лишь при выполнении определенных условий, налагаемых 

на функции неоднородности, толщину слоя и длину волны. Для выяснения вопроса сущест-

вования собственных значений ߣ ൏ 1 (существования соответствующих поверхностных волн) 

исследуем следующую вспомогательную задачу Коши 
݀
ݔ݀

ቈߤሺݔሻ
ܷ݀ሺݔሻ

ݔ݀
቉ ൅ ሾߩ݌ሺݔሻܿ଴

ଶ െ ሻݔሻሿܷሺݔሺߤ ൌ 0 (13)

ܷሺݔሻ ൌ 1,				
ܷ݀ሺݔሻ

ݔ݀
ൌ 0 при ݔ ൌ 0 (14)

Для значений параметра ݌ ൏ ∗݌ где ,∗݌ ൌ
୫୧୬ఓሺ௫ሻ

௖బ
మ୫ୟ୶ఘሺ௫ሻ

	умножая уравнение (13) на ܷሺݔ,  ሻ получим݌

ሾߤሺݔሻܷᇱሺݔሻܷሺݔሻሿᇱ ൌ ሻݔሻܷ′ଶሺݔሺߤ ൅ ሾߤሺݔሻ െ ሻܿ଴ݔሺߩ݌
ଶሿܷଶሺݔሻ ൐ 0 (15)

где ሺ	ሻ′ ൌ 	 ௗ
ௗ௫
	. Так как разность ߤሺݔሻ െ ሻܿ଴ݔሺߩ݌

ଶ ൐ 0 при ݌ ൏ ݔ для всех ∗݌ ൐ 0 и  

ሺ0ሻܷᇱሺ0ሻܷሺ0ሻߤ ൌ 0 из (15) имеем, что в этом случае ܷሺݔ, ,ݔሻܷ′ሺ݌ ሻ݌ ൐ 0 для всех ݔ ∈ ሺ0, ݄݇ሿ. Из 
теоремы сравнения Штурма [5] следует, что при ݌ ൐  где ,∗∗݌

∗∗݌ ൌ
max ሻݔሺߤ

ܿ଴
ଶ min ሻݔሺߩ

 (16)

решение задачи Коши ܷሺݔ, ,ሻ имеет хотя бы один ноль в интервале ሺ0݌ ݄݇ሻ. Так как нули 

решения задачи Коши непрерывно зависят от параметра ݌ и входят в интервал ሾ0, ݄݇ሿ через 
точку ݔ ൌ ݄݇, передвигаясь влево с увеличением ݌, то, следовательно, существует такое 

значение параметра ݌∗, при котором решение ܷሺݔ,  ሻ не имеет нулей в открытом интервале∗݌

ሺ0, ݄݇ሻ и ܷሺ݄݇, ሻ∗݌ ൌ 0. Рассмотрим два решения ଵܷሺݔ, ,ଵሻ݌ ܷଶ	ሺݔ,  ଶሻ при различных значениях݌
ଵ݌ ൏ ଶ݌ ൏  Используем тождество .∗݌

 

Так как функции ଵܷሺݔ, ,ଵሻ݌ ܷଶ	ሺݔ, ,ଶሻ не имеют нулей в интервале ሺ0݌ ݄݇ሻ, то, интегрируя это 

тождество от нуля до ݄݇ с учетом начальных условий, получим 

ଵܷ
ᇱሺ݄݇, ଵሻ݌

ଵܷሺ݄݇, ଵሻ݌
൐
ܷଶ
ᇱሺ݄݇, ଶሻ݌

ܷଶሺ݄݇, ଶሻ݌
 (17)

To есть имеем, что функция 
௎ᇲሺ௞௛,௣ሻ

௎ሺ௞௛,௣ሻ
 является монотонно убывающей функцией от параметра ݌, 

когда ݌ ൏  .∗݌
Так как функции ܷሺݔ, ,ሻ݌ ܷ′ሺݔ,  то ,݌ ሻ являются непрерывными функциями от параметра݌

имеем, что в области изменения параметра ݌ ∈ ሾ0,  ሻ функция∗݌
௎ᇲሺ௞௛,௣ሻ

௎ሺ௞௛,௣ሻ
 yбывает от 

положительного значения при ݌ ൌ 0 до значения െ∞ при ݌ ൌ  С другой стороны, функция .∗݌



െߤ෤ඥ1 െ ) присутствующая в граничном условии ,	݌ 1 0 )  краевой задачи, возрастает от отрица-

тельного значения при ݌ ൌ 0 до нуля при ݌ ൌ 1. Обозначим через ݌଴ሺ݌∗ ൏ ଴݌ ൏  ሻ то значение∗݌

параметра ݌, при котором функция ܷ′ሺ݄݇, ଴݌ ሻ впервые обращается в ноль. Тогда , если݌ ൏ 1, то 

существует такое значение параметра ߣ∗ ൏ 1, при котором выполняется граничное условие (10) 

и, следовательно, краевая (10-12) задача имеет решение. В противном случае, а именно, при 

଴݌ ൒ 1,  эта задача не имеет решения. 

Таким образом установлено, что в системе неоднородный слой - упругое однородное 

полупространство поверхностная волна существует, если наименьшая фазовая скорость упругих 

волн для соответствующего слоя со свободными поверхностями меньше скорости поперечной 

волны полупространства. Следует отметить, что это условие не обусловливается наличием 

разрыва или непрерывности механических характеристик на поверхности контакта. С практи-

ческой точки зрения более удобно использовать следующее условие. Так как 

 

где 	ܼሺݔሻ  есть  всевозможные функции, удовлетворяющие условиям  
ௗ௓

ௗ௫
ൌ 0	 при  ݔ ൌ ݔ		,0 ൌ ݄݇, 

 
то  в  качестве  условия  существования  поверхностной  волны

примем условие 

 
Отметим, что это условие в случае однородного слоя совпадает с условием Лява. Если в качест-

ве неоднородного слоя рассматривать композиционный пакет однородных слоев, то на основе 

(19) имеем 

 

Отметим, что это условие совпадает с условием, полученным в работе [6], где была исследована 

задача Лява для тонкого пакета однородных слоев, в предположении, когда толщина пакета 

намного меньше длины волны. К условию (19) можно также придти в приближении тонкого 

слоя, когда слой настолько тонкий, что можно не учитывать изменение упругого перемещения 

слоя по толщине. Действительно, интегрируя уравнение (11) по толщине слоя с учетом условия 

(12), получим 

 
Принимая в интегральном выражении, в силу тонкости слоя, ܷሺݔሻ ൌ  с учетом условий ݐݏ݊݋ܿ

контакта 



 

получим граничное условие для функции перемещения упругого полупространства ܸሺݔሻ 

 
Используя решение (9), получим уравнение, определяющее ߣ 

଴√1ߤ െ ߣ ൌ 	଴ܿߣ
ଶ 〈ሻݔሺߩ〉 െ (21) 〈ሻݔሺߤ〉

Уравнение (21) имеет решение только в случае выполнения условия (19).  

Решение уравнения (21) имеет вид 

 

где 

 

2. Теперь на основе точного решения краевой задачи рассмотрим наиболее простой, но 

характерный конкретный пример неоднородности, когда модуль сдвига и плотность слоя на 

поверхности контакта равны, соответственно, модулю сдвига и плотности упругого полупрос-

транства. Пусть ߤሺݔଶሻ ൌ ,଴ߤ ଶሻݔሺߩ ൌ ଴ሺ݄ݍехрሾ	଴ߩ െ ݇ ଶሻሿ. Приݔ ൌ ଴ݍ
4ൗ , а именно, для волн, 

длина которых имеет указанную связь с коэффициентом неоднородности ݍ଴, уравнение (11) 

имеет решение в элементарных функциях. В этом случае имеем следующую краевую задачу 

݀ଶܷ
ଶݔ݀

൅ exp൫4ሺ݄݇	ߣൣ െ ሻ൯ݔ െ 1൧ܷ ൌ 0 (22)

ܷ݀
ݔ݀

ൌ 0 при ݔ ൌ 0 (23)

ܷ݀
ݔ݀

൅ √1 െ ܷߣ ൌ 0 при ݔ ൌ ݄݇ (24)

Для рассматриваемого типа неоднородности условие (19) выполняется для всех значений 
݄݇.	Этот вывод также следует и из точного решения краевой задачи.  

Уравнение (22 ) имеет следующее решение 

 

,ܣ)  .(есть постоянные ܤ

После удовлетворения граничным условиям для определения собственных чисел ߣ получим 

уравнение 



ሻߣሺܨ ൌ 0 (26)

 

Покажем, что это уравнение имеет решение для всех значений параметра ݄݇. На левом конце 

интервала ߣ ∈ ሾ0,1ሿ имеем ܨሺ0ሻ ൌ െехрሺ2݄݇ሻ ൏ 0. С другой стороны при ߚ ൌ ехрሺଶ௞௛ሻିଵ

ଶ
൏ గ

ଶ
 на 

правом конце интервала ߣ ∈ ሾ0,1ሿ имеем ܨሺ1ሻ ൌ tgߚ െ ఉ

ఉାଵ
൐ 0. В случае, когда ߚ ൒ గ

ଶ
, 

используя обозначение ߚ ൒ గ

ଶ
൅ ߙ где ,ߙ ൒ 0 имеем ߣ → ∗ߣ ൌ గమ

ሺగାఈሻమ
; ܨ		 → ൅∞. Так как в обоих 

рассмотренных случаях функция ܨሺߣሻ	 является знакопеременной, то для всех значений 

параметра ݄݇ имеем, что существует по крайней мере одно такое значение ߣሚ ൏ 1, при котором 

݂൫ߣሚ൯ ൌ 0. 

 

Институт механики НАН РА 

 

Մ.Վ. Բելուբեկյան, Կ.Բ. Ղազարյան 

Լյավի տիպի մակերևութային ալիքները անհամասեռ շերտի դեպքում 

 

Համասեռ առաձգական կիսատարածության եզրին դրված անհամասեռ առաձգական 

շերտի համար որոշված են սահքի մակերևութային ալիքների գոյության պայմանները: 

Ցույց է տրված, որ մակերևութային ալիքները գոյություն ունեն, եթե ազատ մակերևույթով 

համապատասխան շերտի առաձգական ալիքների ամենափոքր փուլային արագությունը 

փոքր է կիսատարածության ալիքի արագությունից: 
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