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Символом ∪ обозначим открытый единичный круг |ݖ| ൏ 1 на комплексной плоскости ܥ, а 
символом ܶ - его границу |ݖ| ൌ 1. Для произвольной комплексной функции ܷሺݎሻ, определенной 

в ∪, величину    

sup หܷሺ݁ݎఏሻห ൌ ሺݑܯሻ൫݁ఏ൯
                                                        0  ݎ ൏ 1      

называют радиальной максимальной функцией 

Если функция ܷሺݖሻ непрерывна в круге ∪, то для произвольной   0 обозначим 

 
Гармоническую в круге ∪ функцию ܷሺݖሻ относят к малому классу Харди ݄,   0, если 

ฮܷฮ ൏ ∞. Аналитическую в круге ∪ функцию ݂ሺݖሻ относят к большому классу Харди 

,ܪ   0, если ฮ ݂ฮ ൏ ∞, а последнее равносильно тому, что ܷ, ܸ ∈ ݄,   0, где ݂ሺݖሻ ൌ ܷሺݖሻ 
ܸሺݖሻ, ݖ ∈	∪ (см.[1, §1.1]). 

Определение 1. Гармоническую функцию ܷሺݖሻ, определенную в круге ∪, отнесем к 

классу ݄௫
 ,   0, если ฮܷฮ

∗
൏ ∞, так что вложение ݄௫

 ⊆ ݄  справедливо для всех   0. 
Определение 2. Для любой функции ܷ ∈ ݄௫

 ,   0, функции ܷ , 0  ݎ ൏ 1, определим 

формулой 

 
Отметим, что настоящая работа тесно связана со статьей [2] авторов и может считаться ее 

продолжением. 



Определяемая формулой (2) характеристика ‖	∙	‖∗  является абсолютно однородной, так что 

понятие ограниченности подмножества пространства ݄௫
 ,   0, в линейно-топологическом 

смысле эквивалентно понятию ограниченности в метрике ߩ∗. Свойство же полной ограничен-

ности множества в ݄௫
 ,   0, описывается следующей теоремой. 

Теорема 1. Для того, чтобы множество ܮ	 ⊆ 	݄௫
 ݄  0, было вполне ограниченным отно-

сительно метрики ߩ∗, необходимо и достаточно выполнения следующих двух условий: 
а) L ограничено в метрике ߩ∗; 
б) функции ݑ, 0  ݎ ൏ 1, сходятся к функции и при ݎ → 1 െ относительно метрики ߩ∗  

равномерно по ݑ ∈  .ܮ
Доказательство. Необходимость. Ограниченность вполне ограниченного множества есть 

общий факт теории метрических пространств, так что условие а) необходимо. 

Чтобы установить необходимость условия б), выберем любое ߝ  0 и найдем, согласно 

условию полной ограниченности множества ܮ, конечную 3/ߝ-сеть для ܮ, т.е. такое конечное 
множество ܭ ൌ ሼݑଵ, . . . , ሽݑ ⊆ ݑ что для любой функции ,ܮ ∈ ݑ найдется ܮ ∈ ,ܭ 1  ݇  ܰ, 
такое что ߩ∗ሺݑ, ሻݑ  ߝ По теореме 4 [2] ддя этого .3/ߝ	  0 найдется также число ݎ ∈ ሾ0,1ሻ, 
такое что неравенство ߩ∗ሺሺݑሻ, ሻݑ  ݎ выполнено при 3/ߝ	 ∈ ሾݎ, 1ሻ для всех ݇, 1  ݇  ܰ, где 
функции ሺݑሻ, 0  ݎ ൏ 1, определяются формулой ሺݑሻሺݖሻ ൌ ,ሻݖݎሺݑ ݖ ∈ ܷ. С  другой стороны, 

в силу оценок ‖ݑ‖∗  ∗‖ݑ‖ , ݑ ∈ ݄௫
 ,   0, 0  ݎ ൏ 1, и неравенства треугольника для метри-

ки ߩ∗, имеем ߩ∗ሺݑ, ሻݑ  ,ݑ∗ሺߩ ሺݑሻሻ  ,ሻݑ∗ሺߩ ݑ  ,ݑ∗ሺߩ ሻݑ  ,ݑ∗ሺߩ2 ሻݑ  ,ሻݑ∗ሺߩ  ሻ дляݑ

любой ݑ и любого 1  ݇  ܰ. Если номер ݇ подобран так, что ߩ∗ሺݑ, ሻݑ  ݎ и если ,3/ߝ	 ∈
ሾݎ, 1ሻ, то, по доказанному выше, получаем оценку ߩ∗ሺݑ, ሻݑ  3/ߝ2  3/ߝ ൌ ݑ для всех ߝ ∈  и ܮ

любого ݎ ∈ ሾݎ; 1ሻ;; т.е. ݑ → ∗ߩ в метрике ݑ  при ݎ → 1 равномерно по ݑ ∈  .ܮ

Достаточность. Предположим, что для множества ܮ ⊆ ݄௫
 ,   	0, выполнены условия а) 

и б) теоремы. Тогда, согласно теореме 1[2], ограниченным в ܪ будет множество функций 

෨ܮ ൌ ሼ݂ ∈ ;ܪ Re	݂ ∈ ,ܮ Im݂ሺ0ሻ ൌ 0ሽ и, в силу неравенства 10 [2], семейство ܮ෨ равномерно 

ограничено на компактах круга ܷ. В силу критерия Монтеля, множество ܮ෨ относительно 

компактно, а значит, и вполне ограничено в метрике равномерной сходимости на компактах из 

ܷ. Задавшись произвольным ߝ  0, найдем, согласно условию б), такое ݎ ∈ ሾ0,1ሻ, что для всех 

ݑ ∈ ,బݑ∗൫ߩ выполнено ܮ ൯ݑ  ሻݖబሺݑ где) 2/ߝ	 ൌ ,ሻݖݎሺݑ ݖ ∈ ܷሻ. Так как семейство ܮ෨ вполне ог-
раничено в метрике равномерной сходимости на компактах в ܷ, то для него существует 

конечная ሺ2/ߝሻଵ ⁄ -сеть ሺߙ ൌ min	ሺ1,   ሻሻ в норме

‖݂‖ஶ,బ ൌ max
0ݎ|ݖ|	

|݂ሺݖሻ|; 

т.е. существует такой набор функций ሼ ଵ݂, ⋯ , ே݂ሽ ⊆ ݂ ෨, что для любой функцииܮ ∈ ෨ܮ  найдется 

номер ݇, 1  ݇  ܰ, такой что ‖݂ െ ݂‖ஶ,బ  ሺ2/ߝሻଵ ఈ⁄ . 

Итак, пусть ݑ ∈ ݂ Найдем для нее такую функцию .ܮ ∈ ݂ ෨, что Reܮ ൌ  и выберем номер ,ݑ

1  ݇  ܰ так, чтобы было выполнено ‖݂ െ ݂‖ஶ,బ  ሺ2/ߝሻଵ ఈ⁄ . Тогда ߩ∗൫ݑ, ሺRe	 ݂ሻబ൯ 
,ݑ∗൫ߩ	 బ൯ݑ  ,బݑ∗൫ߩ ሺRe	 ݂ሻబ൯  ,ݑ∗൫ߩ బ൯ݑ  ‖ ݂ െ ݂‖ஶ,బ

ఈ  2/ߝ  2/ߝ ൌ  т.е. показано, что ,ߝ

функции ݑሺRe	 ݂ሻబሻ, 1  ݇  ܰ, образуют ߝ-сеть множества ܮ в метрике ߩ∗. Так как конечная ߝ 

-сеть построена для любого ߝ  0, то множество ܮ вполне ограничено.                                                                 



Следствие 1. Утверждение теоремы 4 [2] имеет место равномерно на любом компакт-

ном множестве функций из ݄௫
 ,   0. 

Критерий компактности в пространствах ݄௫
 ,   0, можно сформулировать и в другой 

форме. Напомним, что условие полной ограниченности множества в полном метрическом 

пространстве равносильно его относительной компактности (т.е. компактности его замыкания). 

Теорема 2. Множество ܮ вполне ограничено в пространстве ݄௫
 ,   0, тогда и только 

тогда, когда 

а) L ограничено в метрике ߩ∗; 
б) интегралы семейства функций ൛ሺݑܯሻሺ݁ሻఏ, ߠ ∈ ሾെߨ; ሿൟߨ

௨∈
 равностепенно абсолютно 

непрерывны на ሾെߨ; ߝ ሿሽ; т. е. для любогоߨ  0 существует такое ߜ  0, что 

 
для любого множества ݁ на ሾെߨ; ;ߜ ሿ лебеговой меры меньшеߨ 	ݑ

в) для любой последовательности ሺݑሻ ⊆ ೖ൯ݑсуществует подпоследовательность ൫ ܮ ⊆
ሺݑሻ, для которой ܯ൫ݑೖ െ ൯ݑ 	→ 0 при ݇,݉ → ∞ по мере. 

Доказательство. Необходимость условия а) проверяется так же, как в теореме 1. 

Чтобы показать необходимость условия б), предположим, напротив, что интегралы семей-

ства функций ൛ሺݑܯሻሺ݁ሻఏ െ ߨ  ߠ  ൟߨ
௨∈

 не являются равностепенно абсолютно непрерыв-

ными на ሾെߨ; ,ሻݑܯሿ. Тогда найдется некоторая последовательность функций ሺߨ ሺݑሻ ⊆  ܮ

этого семейства такая, что она сама и любая ее подпоследовательность не имеют равностепенно 

абсолютно непрерывных интегралов. Согласно условию полной ограниченности множества ܮ, 
существует подпоследовательность ൫ݑೖ൯ последовательности ሺݑሻ, сходящаяся к некоторой 

функции ݑ ∈ ݄௫
  в метрике ߩ∗ .  Отсюда, в силу неравенства Чебышева, 

 
при ݇ → ∞ для любого ߝ  0, так что последовательность ൫ݑܯೖ൯ሺ݁ሻ

ఏ сходится к ݑܯሺ݁ሻఏ при 

݇ → ∞ по мере на отрезке ሾെߨ;  ,ሿ. Выбирая, если это необходимо, подпоследовательностьߨ

можем считать, что  

lim
→ஶ

ೖሺ݁ሻݑܯ
ఏ ൌ  ሺ݁ሻఏݑܯ

почти всюду на ሾെߨ; ݇ при ݑ ೖ൯ кݑሿ. С другой стороны, из сходимости ൫ߨ → ∞ в метрике ߩ∗  и 

свойства непрерывности характеристики ‖	∙	‖∗  относительно метрики ߩ∗  имеем 

lim
→∞

ฮݑೖฮ
∗
ൌ ∗‖ݑ‖ ,			т. е.	

 
В соответствии с общей предельной теоремой (см., например, [3, Введение]), утверждение 

(3) имеет место тогда и только тогда, когда последовательность ൫ݑܯೖ൯

 обладает равносте-



пенно абсолютно непрерывными интегралами, что противоречит выбору последовательности 

ሺݑሻ. 
Наконец, условие в) было уже проверено в процессе доказательства необходимости усло-

вия б) (см. использованное выше неравенство Чебышева). 

Достаточность. Чтобы проверить полную ограниченность множества в метрическом прос-

транстве, достаточно показать, что из любой последовательности его элементов можно выде-

лить фундаментальную подпоследовательность. 

Итак, пусть ሺݑሻ - некоторая последовательность функций множества ܮ. Используя свой-

ство в), выделим из нее такую подпоследовательность ൫ݑೖ൯, чтобы ܯ൫ݑೖ െ ൯ݑ 	→ 0 при 

݇,݉ → ∞ по мере на множестве ܶ. Переходя, если необходимо, к подпоследовательности, 

можем считать, что ܯ൫ݑೖ െ ൯ݑ 	→ 0 при ݇,݉ → ∞ почти всюду на множестве ܶ. В силу 

элементарного неравенства ሺܽ  ܾሻ  2ሺܽ  ܾሻ, ܽ, ܾ,   0, имеем оценку ൣܯሺݑೖ െ
ሻሿݑ

  2ൣሺݑܯೖሻ
  ሺݑܯሻ

൧, из которой, согласно условию б), заключаем, что двойная 

последовательность ൫ܯ൫ݑೖ െ ൯ݑ

൯ функций на ሾെߨ;  ሿ обладает равностепенно абсолютноߨ

непрерывными интегралами. В силу предельной теоремы ([3, Введение]}, имеем 

 
или ฮݑೖ െ ฮݑ → 0 при ݇,݉ → ∞, что и означает фундаментальность последователь-

ности ൫ݑೖ൯ в метрике ߩ∗ . 

Замечание 1. В приведенном доказательстве достаточности не использовано условие а), 

но оно вытекает из условия б). 

Замечание 2. При   1, в силу теоремы М. Рисса и максимальной теоремы Харди - 

Литлвуда, нормы ‖	∙	‖ и ‖	∙	‖∗  эквивалентны на ݄ ൌ ݄௫
 . Поэтому понятия полной ограни-

ченности в порожденных ими топологиях равносильны. Кроме того, пространства ݄ при   1 

изометрически изоморфны пространствам ܮ на отрезке ሾെߨ;  .ሿ с нормированной мерой Лебегаߨ

Принимая во внимание критерий полной ограниченности в классах ܮ (см. [3, гл. III, § 3, тео-

рема 6]), получим, что множество ܮ вполне ограничено в ݄௫
 ,   1, если, и только если, оно 

ограничено, интегралы семейства функций ൛หݑ∗൫݁ఏ൯ห

ߠ			, ∈ ሾെߨ; ሿൟߨ

௨∈
 где ݑ∗ - радиальные 

пределы функций ݑ ∈ ;ߨравностепенно абсолютно непрерывны на ሾെ ,ܮ -ሿ, а семейство функߨ

ций ൛ݑ∗൫݁ఏ൯

ߠ			, ∈ ሾെߨ; ሿൟߨ

௨∈
 - относительно компактно в топологии сходимости по мере на 

отрезке ሾെߨ;  ሿ. Отметим, что в этом критерии, по сравнению с теоремой 2, ослаблены условияߨ

б) и в). Это означает, что из условия равностепенной абсолютной непрерывности интегралов -

ых степеней радиальных пределов функций некоторого множества функций класса ݄,   1, и 

относительной компактности этих радиальных пределов по мере следуют более сильные свойст-

ва равностепенной абсолютной непрерывности интегралов -ых степеней радиальных (и даже 

угловых, если теорему 2 сформулировать в терминах угловых максимальных функций) макси-

мальных функций этого множества и относительной компактности по мере функций этого мно-

жества, равномерной на радиусах! 



С другой стороны, этот "ослабленный" критерий компактности не может быть распрост-

ранен на случай 0 ൏   1, как показывает пример последовательности ݑሺݖሻ ൌ ,ሻݖሺ ݖ ∈ ܷ, 
где ሺݖሻ - функция класса ݄ଵ заданная формулой 

 
С последним замечанием созвучно наблюдение, что известная теорема Хинчина – Остров-

ского (см. [3, гл. II, §7, п. 1]) не может быть прямо перенесена со случая аналитических функций 

класса Островского - Неванлинны ܰଵ на гармонические функции класса ݄ଵ (в чем убеждает 

простой пример последовательности ݑሺݖሻ ൌ ሺെ1ሻሺݖሻ, ݖ ∈ ܷ, где функция ሺݖሻ определена 
формулой (4)). 

Теорема 2, однако, позволяет получить некий аналог этой теоремы. 

Теорема 3. Пусть ሺݑሻ - последовательность гармонических в круге ܷ функций класса ݄ଵ, 

ограниченная в нуле, удовлетворяющая условию 

 
для некоторой конечной постоянной ܥ  0 и сходящаяся при ݊ → ∞ равномерно почти на 

каждом радиусе круга ܷ. Тогда ݊ → ∞ функции ݑ сходятся равномерно на компактах в ܷ к 

некоторой гармонической функции ݑ, также принадлежащей классу ݄ଵ, причем сходимость 

имеет место также и в метрике любого пространства ݄௫
 , 0 ൏  ൏ 1 

Доказательство. Нетрудно видеть, что первое условие теоремы эквивалентно условию 	
sݑ

‖ଵݑ‖ ൏ ∞. 

Действительно, интегралы 

 

по свойству среднего значения гармонических функций и условию теоремы ограничены по ݊ и 

0	  ݎ ൏ 1, следовательно, ограничены и интегралы 

 
Переходя к точной верхней грани по ݎ, получаем искомую ограниченность характеристик 

,‖ଵݑ‖ ݊ ∈ ܰ. 

Для любого 0 ൏  ൏ 1, согласно теореме 2 [2], ограничены и характеристики ‖ݑ‖∗ 		݊ ∈ ܰ, 

т. е. выполнено условие а) теоремы 2. С помощью неравенства Гельдера нетрудно показать, что 

из ограниченности интегралов некоторого семейства функций в большей степени следует рав-

ностепенная абсолютная непрерывность интегралов этого семейства в меньшей степени, так что 

для последовательности ሺݑሻ выполнено и второе условие б) теоремы 2. Наконец, условие в) 

теоремы 2 утверждается вторым условием доказываемой теоремы. По теореме 2, последова-

тельность ሺݑሻ относительно компактна в пространстве ݄௫
 , 0 ൏  ൏ 1. Выделим из нее 



подпоследовательность ሺݑೖሻ, сходящуюся в метрике ߩ∗  к некоторой функции ݑ ∈ ݄௫
 . Сог-

ласно теореме 3 [2], эта сходимость равномерна на любом компакте из ܷ. Полагая в (5) ݊ ൌ ݊ и 

устремляя ݇ → ∞, при фиксированном 0  ݎ ൏ 1, имеем 

 
и 

ሺ0ሻݑ ൌ lim
→∞

	ೖሺ0ሻݑ

- конечная величина. Как и в начале даказательства, отсюда следует, что функция и принад-

лежит пространству ݄ଵ. 

Осталось показать, что вся последовательность ሺݑሻ сходится к этой функции ݑ. 
Действительно, предположим, что некоторая подпоследовательность ൫ݑᇲ ൯ последова-

тельности ሺݑሻ обладает свойством ߩ∗൫ݑᇲ , ൯ݑ  ߝ для некоторого ߝ  0. Выделим, в силу до-

казанного свойства относительной компактности ሺݑሻ, подпоследовательность ሺݑᇲᇲሻ ⊆ ሺݑᇲ ሻ, 
сходящуюся к некоторой функции ݒ пространства ݄௫

  в метрике ߩ∗ . Поскольку, согласно 

условию теоремы, ܯሺݑೖ െ ᇲᇲሻݑ → ∞ при ݇, ݈ → ∞ почти всюду на ܶ, то ограничиваясь в 

определении радиальной максимальной функции ܯ точной верхней гранью до некоторого 

предела и пользуясь равномерной сходимостью ݑೖ и ݑᇲᇲ к ݑ и ݒ, соответственно, на любом 

компакте из ܷ, имеем 

sup หݑ൫݁ݎఏ൯ െ ఏ൯ห݁ݎ൫ݒ ൌ 0 
																																																																																												0  ݎ  ݎ

для почти всех ߠ ∈ ሾെߨ; ,ሿߨ 0  ݎ ൏ 1; т. е. ݑ ൌ |ݖ| на почти всех радиусах круга ݒ   . Так какݎ

функции ݑ и ݒ на круге |ݖ|  ݑ  непрерывны, то заключаем, чтоݎ ≡ |ݖ| на любом круге ݒ 
,ݎ 0  ,ݎ ൏ 1. В силу произвольности 0  ݎ ൏ 1, ݑ ≡  всюду в круге ܷ, что противоречит ݒ

предположению ߩ∗ሺݑᇲ , ሻݑ  ,ᇲᇲݑ∗ሺߩ и тому, что ߝ ሻݒ → 0 при ݈ → ∞. Полученное противо-

речие доказывает теорему 3. 

Замечание 3. Утверждение о сходимости в метриках пространств ݄௫
 , 0 ൏  ൏ 1 не 

может быть усилено до утверждения о сходимости в норме пространства ݄ଵ, как показывает 

пример последовательности функций ݑሺݖሻ ൌ ,ఈ൯݁ݖ൫ 	ݖ ∈ ܷ, где ሺߙሻ - произвольная беско-

нечно малая последовательность действительных не равных нулю чисел и функция ሺݖሻ опреде-
лена при помощи (4). 

Замечание 4. Аналог теоремы 3 справедлив для функций классов ݄௫
 , 0 ൏  ൏ 1. если 

условие (5) заменить на условие ограниченности ሺݑሻ в пространствах ݄௫
  и утверждение о 

сходимости в метриках пространств ݄௫


 для 0 ൏  ൏ 1 - на утверждение о сходимости в 

метриках пространств ݄௫


 любого ᇱ, 0 ൏ ′ ൏  .
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Վ.Ի. Գավրիլով, ակադեմիկոս Վ.Ս. Զաքարյան, Ա.Վ. Սուբոտին 

Կոմպակտության սկզբունքներ ݄௫
 ,   0 տարածություններում 

 

Սահմանվում են ݄௫
 ,   0, դասերը, որոնք ընկնում են Հարդիի ݄,   0, հարմոնիկ 

ֆունկցիաների դասերի մեջ: 

Բերվում է ݄௫
 ,   0, դասում բազմության լրիվ սահմանափակ լինելու անհրաժեշտ 

և բավարար պայմանը: 

Կոմպակտության սկզբունքները ݄௫
 ,   0, տարածությունում ձևակերպված են նաև 

այլ տեսքով: 

Աշխատանքը իր բնույթով կարելի է համարել հեղինակների [2] աշխատանքի շարու-

նակությունը: 
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