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В статье приводится решение задачи граничного управления системой в широком классе 

пространств. 

1. Поиску оптимального граничного управляющего воздействия для системы с распреде-

ленными параметрами посвящено большое число работ [1-17]. Как известно, первые публи-

кации на эту тему принадлежат А. Г. Бутковскому. Методы решения этих задач состоят в све-

дении их к некоторой проблеме моментов в гильбертовом пространстве. 

Предлагаемый в настоящей статье подход, не использующий метода моментов, позволяет 

решить задачу в широком классе пространств, включая ܮ௣ሾ0, ܶሿ, 1 ൑ ݌ ൑ ∞. При этом предпола-

гается, что граничные операторы имеют достаточно общий вид, но одинаковы на левом и пра-

вом концах. Синтез предложенного здесь метода и метода моментов позволит найти оптималь-

ное управление и в других случаях. 

2. Обратимся непосредственно к задаче оптимального управления однородной распреде-

ленной системы, закон движения которого описывается уравнением 
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с граничным оператором ܮ, определяемым формулой 



 
где ௝ܽሺݐሻ, ௝ܾሺݐሻ периодические с периодом 1 функции. 

Пусть ܤ െ одно из функциональных пространств ܮΦ,ఙ определяемое неубывающей 

функцией ߪሺݐሻ с нормой 

 

Дополнительно предположим, что обобщенная функция ݀ߪሺݐሻ/݀ݐ является периодической 

с периодом 2. Пространства ܮఙ
௣ ሾ0, ܶሿ, ,௣ሾ0ܮ ܶሿ при 1 ൑ ݌ ൏ ∞ принадлежат семейству ൛ܮΦ,ఙൟ. 

Кроме того, пространства ܮ∞ሾ0, ܶሿ или, в общем случае, пространства ܮ௣ሺ௧ሻ
∞ ሾ0, ܶሿ, где сущест-

венно ограниченная ݌ሺݐሻ ൒ 0 на ሾ0, ܶሿ, с нормой 

 

также включаются с "сферу" рассмотрения. 

Функция ݑሺݐሻ из (3) является управляющей. Она принадлежит одному из отмеченных 

пространств и выбирается из следующих условий: 1) ݑሺݐሻ такова, что 

 

с заданными ܴ଴ሺݔሻ, 			ܴଵሺݔሻ; 	2ሻ	‖ݑ‖஻ → min. 
Итак, задача состоит в выборе управления ݑ ∈ ,ݔтакого, что ܳሺ ܤ  ܶ ሻ переходит за времяݐ

из начального состояния (2) в конечное состояние (6) с минимальными "затратами" ‖ݑ‖஻. В 

качестве "затрат" может фигурировать и норма некоторой производной управляющей функции: 

ฮݑሺ௦ሻฮ
஻
→ min. 

3. Общее решение уравнения (1) можно записать в виде ܳሺݔ, ሻݐ ൌ ߮ሺݐ െ ݔ ൅ 1ሻ ൅ ߰ሺݐ ൅  ,ሻݔ
где ߮ и ߰ െ произвольные дважды дифференцируемые функции с областью определения 

ሾ0, ܶ ൅ 1ሿ. Из условий (6) получаем 

 

где ܥଶ произвольная постоянная, а 

 

Пусть ܶ ൌ 2݇ ൅ ݇				,ߝ ൒ 1,െ целое положительное число, 0 ൑ ߝ ൏ 2. Подставим ܳሺݔ, ሻݐ ൌ
߮ሺݐ െ ݔ ൅ 1ሻ ൅ ߰ሺݐ ൅ ሻݐሻ в (3) и предположим ௝ܿሺݔ ൌ ሺെ1ሻ௝ ௝ܽሺݐሻ ൅ ௝ܾሺݐሻ, ௝݀ሺݐሻ ൌ ௝ܽሺݐሻ ൅ ௝ܾሺݐሻ. 

Тогда 

 



 

 

Используя выражение (9) найдем  

 

где 

 

Определение ߱ሺݐሻ можно дополнить с помощью (7) и (9) следующим образом: 

 

что справедливо при всех :ݐ		0 ൑ ݐ ൑ ܶ. 
Лемма.    Пусть ܤ ൌ ,Φ,ఙሾ0ܮ ܶሿ. Для любых ଴݂, ଵ݂, . . . , ௞݂ ∈  справедливо неравенство ܤ

 

в котором равенство достигается при ଴݂ሺݐሻ ൌ ଵ݂ሺݐሻ ൌ	. . . ൌ ௞݂ሺݐሻ. 
Разобьем ሾ0, ܶሿ на частичные интервалы ܫ௠ሾ2݉, 2݉ ൅ ݉,ሻߝ ൌ 	0,1, . . . , ݇; ௠ሾ2݉ܫ ൅ ,ߝ 2݉ ൅

2ሻ,݉ ൌ 0,1, . . . , ݇ െ 1, и с учетом леммы для оптимального управления ݑ଴ሺݐሻ получим следую-

щие выражения: 

 

где 



 

Случай 1 ൑ ߝ ൏ 2 рассматривается аналогично. Функция ݑ଴ሺݐሻ описывается формулами 

(13) с тем лишь отличием, что ݐ изменяется в интервалах ሾ0, ߝ െ 1ሻ, ሾߝ െ 1,1ሻ, ሾ1, ,ሻߝ ሾߝ, 2ሿ. 
При минимизации нормы управления ݑሺݐሻ в пространствах ܮ௣ሺ௧ሻ

∞ ሾО, ܶሿ с нормой (5) 

рассуждаем несколько иначе. Вместо (12) используется очевидное неравенство 

 

равенство в котором достигается при ଴݂ ൌ ଵ݂ ൌ	. . . ൌ ௞݂. 
Итак, получим следующее утверждение. 

Теорема. Пусть ݏ ൌ 0, ܶ ൒ 2. В каждом из пространств ܮΦ,ఙሾ0, ܶሿ, ௣ሺ௧ሻܮ
∞ ሾ0, ܶሿ 	െ задача 

граничного оптимального управления имеет решение, общее для всех пространств. Оптималь-

ная управляющая функция является 2- периодичной, заданной кусочно на периоде выражениями 

(13). 

4. Рассмотрим некоторые конкретные ситуации. Пусть граничные условия (3) отвечают 

условию закрепления концов: ܳሺ0, ሻݐ ൌ ,ሻݐሺݑ ܳሺ1, ሻݐ ൌ 0. В этом случае ܿ଴ሺݐሻ ≡ 1, ݀଴ሺݐሻ ≡
1, 	 ௝ܿሺݐሻ ൌ ௝݀ሺݐሻ ≡ 0 при ݆ ൒ 1. Найдем ответ в задаче "успокоения" [2], когда ܴ଴ݔ ൌ ܴଵሺݔሻ ≡ 0. 
Из теоремы следует, что оптимальное управление ݑ଴ሺݐሻ в каждом из пространств ܮΦ,ఙ и ܮ௣ሺ௧ሻ

∞  

выражается формулой ݑ଴ሺݐ ൅ 2ሻ ൌ  ሻ иݐ଴ሺݑ

 

Пусть ܮሾ݂ሿ ൌ ሻݔи ܳ଴ሺ ݔ߲/݂߲ ൌ ܳଵሺݔሻ ≡ 0. В этом случае ݑ଴ሺݐ ൅ 2ሻ ൌ  ሻ иݐ଴ሺݑ

 

По поводу этого примера заметим, что фактически вместо условий (3) здесь использованы 

дифференциальные условия (3) и потому оптимальное движение ܳሺݔ,  ሻ определяется сݐ

точностью до движения стержня как твердого тела. В отличие от рассмотренной здесь задачи в 

работе [11] исследования проводятся в пространстве ܮଶሾ0, ܶሿ. 
5. Сформулированная теорема позволяет также найти решение задачи в случае одина-

ковых и различных операторов. 

Отметим некоторые простые случаи: 

ሺܽሻ				ܮሾܳሿ|௫ୀ଴ ൌ ܳ|௫ୀଵ					ሻ,ݐሺݑ ൌ 0; 

ሺܾሻ				ܮሾܳሿ|௫ୀ଴ ൌ 					,ሻݐሺݑ
߲ܳ
ݔ߲
ฬ
௫ୀଵ

ൌ 0. 



В задаче (а) при ܽଶ௝ାଵሺݐሻ ≡ 0, ݆ ൌ 0,1,… решение определяется доказанной теоремой. В 

той же задаче при ܽଶ௝ሺݐሻ ൅ ܾଶ௝ሺݐሻ ≡ 0, 	ܾଶ௝ାଵሺݐሻ ≡ 0, ݆ ൌ 0,1, … так же можно найти ответ, в 

котором ݑ଴ሺݐ ൅ 2ሻ ൌ െ	ݑ଴ሺݐሻ. Чтобы не усложнять выкладки, рассмотрим случай ܳሺ0, ሻݐ ൌ
,ሻݐሺݑ ሺ߲ܳ/߲ݔሻሺ1, ሻݐ ൌ 0. Граничные условия приводят к равенствам 

ሻݐሺݑ    ൌ ൜
	߰ሺݐሻ ൅ ߰ሺݐ ൅ 2ሻ ൅ ܿ,
	߰ሺݐሻ ൅ ߰ሺݐ ൅ 2ሻ,								

				0 ൑ ݐ ൑ ܶ െ 1																												
ܶ െ 1 ൏ ݐ ൑ ܶ				ܿ ൌ ݐݏ݊݋ܿ

 

Если принять ߱ሺݐሻ ൌ ߰ሺݐሻ ൅ ܿ/2,0 ൑ ݐ ൑ ܶ ൅ 1 и ߱ሺݐሻ ൌ ߮ሺݐ െ 1ሻ, ܶ ൅ 1 ൏ ݐ ൑ ܶ ൅ 2, то 

ሻݐሺݑ ൌ ߱ሺݐሻ ൅ ߱ሺݐ ൅ 2ሻ, 0 ൑ ݐ ൑ ܶ ൅ 2. Полагая в (12) ௠݂ሺݐሻ ൌ ሺെ1ሻ௠ሾ߱ሺݐ ൅ 2݉ሻ ൅ ߱ሺݐ ൅ 2݉ ൅
2ሻሿ, находим оптимальное управление ݑ଴ሺݐሻ, относительно которого отметим ݑ଴ሺݐ ൅ 2ሻ ൌ
െ	ݑ଴ሺݐሻ. 

В задаче (b) при ܽଶ௝ାଵሺݐሻ ≡ 0 вновь ݑ଴ሺݐ ൅ 2ሻ ൌ െ	ݑ଴ሺݐሻ, а при ܽଶ௝ሺݐሻ ൅ ܾଶ௝ሺݐሻ ≡
0, 	ܾଶ௝ାଵሺݐሻ ≡ 0 ответ следует из теоремы. 

Вместо граничного управления можно рассмотреть также распределенное управление 

 ሻ. Эти задачи сводятся кݔሺݒ ሻ в правой части уравнения (1) с заданной функциейݐሺݓሻݔሺݒ

проблеме моментов, которая позволяет сформулировать эквивалентную задачу граничного 

управления. 

Работа выполнена в рамках договора о научном сотрудничестве между Афинским нацио-

нальным техническим университетом и Институтом механики НАН РА. 
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Դ. Ի. Բարձոկաս 

Տատանողական համակարգի եզրային կառավարման խնդրի մասին 

 

Հոդվածում առաջարկվող մոտեցումը, որր չի օգտագործում մոմենտների տեսության 

մեթոդը, թույլատրում է ֆունկցիոնալ տարածությունների բավականաչափ լայն դասերում 

լուծել տատանողական համակարգի օպտիմալ եզրային կառավարման խնդիրը: Ընդ որում 

ենթադրվում է, որ եզրային օպերատորները ունեն բավականաչափ ընդհանուր տեսք, բայց 

միջակայքի ծայրակետերում ունեն նույն արժեքները: Այստեղ առաջարկվող մեթոդը հնա-

րավորություն է տալիս գտնել օպտիմալ կառավարման ֆունկցիան նաև այլ դեպքերում: 

Դիտարկված են մասնավոր դեպքեր: 
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