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В ранних исследованиях, относящихся к прониканию тел в жидкость (։)
и др.), не учитывались возможные деформации, происходящие в теле. В
настоящей статье рассматривается задача о проникании тупого конуса в
несжимаемую вертикально-неоднородную жидкость с учетом того, что в теле
происходят пластические деформации.

Пусть тупой конус с вертикальной скоростью V проникает в несжи-
маемую вертикально-неоднородную жидкость, занимающую нижнее 
полупространство. Начало координат О возьмем в точке соприкосновения 
вершины конуса со свободной поверхностью жидкости, ось Ог направим по 
свободной поверхности, ось г в глубь жидкости. Исходя из того, что конус 
тупой, граничные условия на поверхности конуса можно перенести на 
плоскость 2 = 0. Задача имеет осевую симметрию.

В линейной постановке задачи о проникании тупого конуса в вер
тикально-неоднородную жидкость для потенциала (р , связанного с давлением

Р по рормулен. = -Ро где /?0 =р|(0) - плотность жидкости на ее

горизонтальной поверхности 2 = 0,/?,(շ) - плотность вертикально-

неоднородной жидкости, получается следующее уравнение (։):
о2<р 
дг2

Р,(*)
Р1(г) &

(1)

При установлении граничных условий предполагается, что давление, 
действующее на тело, настолько велико, что вызовет в нем пластические 
деформации. При такой постановке задачи, т.е. учитывая деформируемость 
конуса, можно получить следующие граничные условия (2):

322



—+*!<(’= V,
при z = 0 < dz О < г < l(t)

(2)
^ = 0, /(/)<г <00,

где к} =-------- ,£ - толщина стенки конуса, рт - плотность материала
Рт€

тела, /(/) _ закон движений точек пересечения поверхности конуса со 
свободной поверхностью жидкости.

Таким образом, решение задачи о проникании тупого деформируемого
конуса в неоднородную несжимаемую жидкость в линейной постановке 
сводится к решению уравнения (1) при граничных условиях (2).

Решение уравнения (1) будем искать в виде
<р = /(2)-Ф(г,7,Г). (3)

Подставляя выражение (3) в (1), получим

I

Лг

(4)

Плотность Pj(z) и неизвестная ункция f(z) определяются из условий

2£_А=_а> г_А.£=0
f р\ f р\ f

(5)

где к — произвольная постоянная.
Учитывая (5) и пользуясь граничными условиями (2), рассматриваемую 

задачу можно привести к решению уравнения

а2Ф 1 <эф а2Ф , эф . ...----- +-------4֊——֊к----- = 0 (о) 
дг2 г дг дг՜ дг

с граничными условиями

dz Зс=0

+ [*, + /'(О)]ф|г=о = V. 0<г </(/), (7)

Ф(г,0./) = 0, l(t) <г<а>, где принято ,/(0)=1.

Решение системы (5) методом исключения приводится к исследованию 
дифференциального уравнения первого порядка следующего вида.

~г ~2 а <7 — •и-и +— = 0, где w=-—.
4 2Pi

1) при Л = 0 А =Ро h V’ где А = ՜’ 2) при А*0, “=±2 
(z - h) Ро

к f . Ро л,* J
р, =р0 ехр(±Ь); 3) при к #0, и *±- р} ֊Pol 2՜^ •
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Для всех этих случаев функция /(г) поеле использования (5) оп-II

ределится из соотношения /(г) = / р0 ехр(-Лг).

Теперь нетрудно найти /'(0), входящий в граничные условия (7) 

Ро ,
(8)

Таким образом, рассматриваемая задача в конечном счете приводится к 
решению уравнения (6) с граничными условиями

дг г=0 (9)
г=0

2

Ф(г,0,0 = 0, 
р'о

(Ю)

Отсюда следует, что вид граничных условий (9), (10) одинаков для
вышеуказанных случаев, различаются они друг от друга лишь значениями 
коэффициента к-,.

Применяя 
запишем в виде

метод разделения переменных, решение уравнения (6)

]/| (А)/0(Лг)ехр 
п

7 б/А, (Н)

где ./„(Аг) - функция Бесселя от действительного аргумента, /։(Л) -Гн

неизвестная функция.
Из уравнения (11), учитывая граничные условия (9), (10), получим

(12)

(13)

Введем обозначения р = —, ц = Я/(г), кА-к1(։\ к5^к31(։).

Тогда (12) и (13) примут вид

\в(и)/2(и)^(ри)с1и = -ч, 0<р<1, 
о

(14)

(15)
о
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г I ч /■<«> гч \ 2 *7 ,
где /2(и) = -уу—, С(и) = ^и +-֊֊-Л5.

Для определения неизвестной 

ральные уравнения (14) и (15). 
предложенному Трэнтером (3).

Решение /2(м) ищется в виде

рункции ЛОО имеем парные интег-
Эти уравнения решаются по методу,

ОО

/2(и) = «1 ч^атУ2т+ч(и), 
т=0

(16)

где а1П неизвестные коэффициенты, т - положительное целое число или 
нуль, ц - действительное и положительное число.

Пользуясь (4), можно показать, что
00

«' 'Л».+?(и)Л(Р«)^" = 0. при р>1. 
о

(17)

Подставляя (16) в (15) и имея в виду (17), получим
00

О

(й)/0(ри)(/« =
00

л։=0 О

(^)/0(рм)б7м = 0 при р>\.

Итак, функция (16) удовлетворяет условию (15). Остается выбирать 
коэффициенты ат таким образом, чтобы функция /2(ы) удовлетворяла 

также граничному условию (14).
Подставляя (16) в (14), получим 

СО □□
[с(и)и|֊‘'^атУ2„^(и)Л(/?«)</и = -у, 0<р<1. (18)

О т=0

Для определения коэффициентов ап1 получается следующая бесконечная 

система уравнений:
« У21՜? *

До +^1^т,Оат = ~ р/ ч » + ~ 0» 5֊ 1,2,3...,
то=0 1 т֊о

где Г(^) - гамма функция,

=(4и + 29)р‘11«21'_,)О(и)-1у2га.9(и)^2„+,(м)й(«. (19)
О

Решение этой системы находится методом итерации (3)
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0,л ’ Сп / < ^т.п^т * / ^т.п^т И Т’Д֊
т=0 л։=0

Следуя (1), для нашего случая выражение Ьтп можно записать в виде

“о

О

3(и)7
2т+— 2л։+—2л+— 

2

з(М)У
2т+—

3(и)4/« + 
2л+—

(20)

2л+—

Или, пользуясь (4) и 
(20), получим

вычисляя несобственные интегралы, входящие в

з (м)У з + 
2т+-

2

0

(21)

Интеграл, входящий в (21), следует вычислить численным способом.
Значение функции Ф на смоченной части конуса будет

О т-0 о
3 (и) Уо (ри)аи =

2/Л+—

/(О

- гипергеометрическии ряд.

Давление жидкости, действующее непосредственно на конус, будет
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/(О
Ф)

Ф(г,0,Г)-г^uf^u)J\(pu)du , 
о

0<р<1,

Как и в О), где рассмотрена более частная задача для экспоненциальной
неоднородности и твердого конуса, можно показать, что в точках пересечения 
конуса со свободной поверхностью жидкости давление Р имеет особенность 
порядка 1/2.
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