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Локальная оценка норм итераций элемента и уточнение 
неравенства Рида—Халмоша

(Представлено академиком НАН Армении В.С.Захаряном З/У 1999)
Пусть А - оператор (ограниченный), действующий в банаховом про­

странстве X. Из определения нормы оператора

Л =տսբ„0

следует оценка

которая в некоторых случаях оказывается грубой. Мы приведем ниже более 
точную оценку, учитывающую индивидуальные особенности элемента для спе­
циального, но достаточно обширного класса операторов. Заметим, что он ох­
ватывает, например, класс нормальных операторов в случае, когда X - гиль­
бертово пространство.

Определение I. Линейное преобразование А, действующее в ба­
наховом пространстве X, с областью определения О(А), называется 
паранормальным, если для любого х е1д(А՜) имеет место неравенство

||||л2х|- х (1)

Нетрудно заметить, что для х е || Р( Ап) отсюда следует

(2)

Пример 1. Пусть М оператор умножения на независимую перемен­
ную в пространстве Фишера ^(С), состоящем из целых функций, удовлетво­
ряющих условию

| /(г) < оо, г = х + 1у.

Воспользовавшись неравенством Шварца, нетрудно установить, что М пара­
нормален. Так как
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=~Як12"е’<х։+?)«м>'=л!,

то М не может быть ограниченным. С другой стороны, ясно, что Г|П(ЛГ)
л €2*

содержит множество всех полиномов, следовательно 
ЯС).

оно всюду плотно в

Предложение 1. Пусть преобразование А паранормально. Тогда 
для любого п еХ

Для краткости введем обозначениеДоказательство

Тогда условие (2) можно переписать в виде $л2 <$яИ т.е. частное ап = 

= 5л+1 монотонно возрастает и, следовательно, имеет предел (конечный 
или бесконечный). Известно (см., например (1), с.274), что

Нт-^- =

Ввиду монотонности ап

- зир^-.

Пользуясь методом математической индукции, нетрудно доказать справедли­
вость следующего неравенства: 

п Р

Устремляя р к бесконечности при фиксированном п, получим правую часть

неравенства (3). Оценка же снизу получается из вышеприведенного неравен­
ства при п = 1, р = т-1, т.е.

Введем обозначение

$ зт • 5о 
2 

г(х,А) = Нт| Акх к и назовем это число спектраль­

ным радиусом элемента х относительно оператора А. Рассмотрим множество

Х(А,£) = {хеХ: Ап

где £ — произвольное положительное число.
Определение 2. Оператор А называется эквипаранормальным, 

если оператор А — А1 при любом А еС паранормален.
Предложение 2. Пусть оператор А эквипаранормален. Тогда 

Х(А,£) является замкнутым спектральным подпространством опера­

тора А, связанным с кругом {Л:\Л ££}.
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Доказательство. Нетрудно заметить, что условия хеХ(А,е) и 
г(х,А)<£ эквивалентны. Как показано в (2), из эквипаранормальности А 
следует, что он удовлетворяет условиям спектральности (А) и (С) Данфорда, 
следовательно Х(Л1,£) является замкнутым спектральным подпространством 

оператора А, связанным с кругом {Л: Л <;£}. Доказанное выше утверждение

известно для нормальных операторов (см., например (3), задача 153). В част­
ности, Х(А,б) является максимальным инвариантным относительно А под­

пространством, где норма сужения оператора А на Х(Аче) не пре-X(a.f)

ВОСХОДИТ £.

Пример 2. Пусть т ֊ пространство всех ограниченных последователь-
ностеи }оо

0 с нормой sup*. ак и А - оператор, определяемый последова­

тельностью ею

о»

Найдем спектральный радиус элемента

0^0’’• • • 5

/ ) 00\ak k . Имеемl 4 0

limn suPa suPzr = supw.am#o^-” “ lim

Таким образом, спектральное подпространство оператора А, связанное с кру­
гом состоит из элементов, для которых а/ =0, если

Пример 3. Пусть А - оператор (преобразование Стилтьеса), действу-
ющий в Д2(0,оо) по формуле

о
Функции / , для которых

Г(5) = г/(г)Л
О

равна нулю пв. при принадлежат спектральному подпространству,

связанному с кругом Я 
сИ2л2а

Взяв в неравенстве (3) и = 1, получим

<г(х,А)- х (4)

Эта оценка содержательна лишь тогда, когда предел справа конечен. В слу­
чае, когда А ограничен, имеем

г(х,А)<г(А), (5)
где г(А) — спектральный радиус оператора А.
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Заметим, что неравенство (4). вообще говоря, неверно для произвольного 
оператора. Действительно, если V - вольтерровский оператор интегрирова- 
НИЯ, действующий в пространстве Ь2(0,1) по формуле

X 

■ 
о 

то г(И)=0, следовательно, г(/,Г) = 0 и неравенство (4) не может иметь
места ни для одного элемента пространства 

ции, тождественно равной нулю.
А2(0,1), за исключением рунк-

Укажем теперь одно применение неравенства (4). В.Рид доказал (4) сле­
дующее утверждение. Пусть А — произвольный, а (7 — неотрицательный 
операторы в гильбертовом пространстве такие, что СА самосопряжен. Тогда

П.Халмош ((3), Задача 82) улучшил этот результат, заменив А на г(А).

Дальнейшее уточнение произведено в нашей работе (°). Здесь мы получим ло­
кальный вариант серии таких неравенств.

Самосопряженность произведения эквивалентна неравенству А՝О = СА.
Введем обозначение = ЗАпх , где У - неотрицательный квадратный ко­

рень из С.
Тогда

Следовательно

^САх, х)| = ( 7Лх, Ух) < || У4х|| • ||Ух|| <(Сх,х) ■ Нт 7Апх п.

Более простым (ввиду отсутствия оператора но и менее точным является
неравенство

(6)

где Нт означает нижний предел.
Очевидно, что (6) является усилением не только неравенства Рида, но 

также и уточнения Халмоша.
Замечание I. Нетрудно заметить, что неравенство (6) сохраняет 

смысл также в случае неограниченного преобразования А. если только ниж­

ний предел существует.
Неравенства типа вышеуказанного имеют место также при немного более 

общих предположениях. Например, имеет место следующее
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Предложение 3. Пусть А и В - произвольные, а О — неотрица­
тельный операторы в гильбертовом пространстве и пусть ВО = ОА и 
ВОВ' < А'ОА, Тогда

п еМ.

Доказательство. Пусть снова տո = ЛАпх . Тогда

7Ջ\||2 = (СВ’х,В'х) = (а‘Сх,В'х) =

И

= (х,/ЮВ'х) < (х, Л'СЛх) = ./Ах

Следовательно

Замечание 2. В условии Рида В* = А , в другом случае, когда 0 = 1, 
В=А и оператор А удовлетворяет условию АА* < А*А, т.е. А гипонорма­
лен. Само неравенство ВОВ* < А'ОА выглядит довольно необозримым По­
кажем, что равенство двух этих операторов может быть обеспечено простым 
алгебраическим условием коммутирования А и В*. Действительно. ВОВ* = 
= ОАВ՝ = ОВ՝А = А'ОА.

Государственный инженерный университет Армении

ԼԶ. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ

Տարրի պատկերների նորմերի լոկալ գնահատականը և Ռիդ-Հալմոշի 
անհավասարության ճշգրտումը

Բանաիյի տարածությունում գործող օպերատորների որոշակի դասի համար 
ստացվել է տարրի հաջորդական պատկերների նորմերի երկկողմանի գնահատա­
կան, մասնավորապես վերևից տարրի սպեկտրալ շառավղի աստիճանների և նրա 
նորմի արտադրյալով: Այն օգտագործվել է նորմալ օպերատորների սպեկտրալ են- 
թատարածաթյանների Հալմոշի հայտնի նկարագրությանը էկվիպարանորմսղ 
օպերատորների վրա տարածելու համար: Որպես կիրառություն ստացվել է 
Հալմոշ-Ռիդի ճշգրտված անհավասարությանն էապես ավելի լայն դասի 
օպերատորների համար:
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