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(Представлено академиком НАН Армении Э.Е Хачияном 10/ХП 1998)

Исследуется характер напряжений в малых окрестностях угловых точек 
анизотропного тела, когда анизотропия прямолинейная и ее главные оси со
ставляют произвольные углы со сторонами угла.

Аналогичные вопросы для изотропных или составных тел подробно изуче
ны в работах (1֊3).

1. Построение общего решения уравнений равновесия трансверсально
изотропного материала. Известно (4), что уравнения равновесия для транс
версально-изотропного материала при плоскодеформированном состоянии 

имеют вид

где их,и. - проекции вектора перемещений и,с^ упругие постоянные. В 
I V

(1.1) было принято, что главные направления анизотропии совпадают с осями 
координат ох, ог . Компоненты тензора напряжений определяются через век 

тора и уравнениями состояния (обобщенного закона Гука)

Вводим полярные (г,ф) и приведенные полярные (/>,$) координаты.
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х = г со5^> = рсоз#, а2 = агъ\х\ф - рзт#.
I

Отсюда следует, что

р = гЬ((р\ tg0 = a tg^, Л2(^) = со52 ф + а1 его2 ф,

Иеа>0, Ке/?(^)>0.

(1.3)

(1.4)

Значение параметра а определяется при построении общего решения 
уравнений (1.1).

Будем считать, что значения углов ф и Ие(9 находятся в одной и той же

четвертьплоскости.
Решение уравнения (1.1) в координатах (1.3) ищем в виде

и, =у0(а)Л-1Ф'(Лв)р-л, иг =ф(Л,0)р-\ Ф’(2,0)+Л2Ф(Л^)=О, (1.5)

где 2- произвольный комплексный параметр, а функция /0(а) определяется

в ходе решения. Подставляя (1.5) в (1.1), после ряда преобразований получим

V 2 а + с44) а =0.

(1.6)

На основе (1.5) и (1.6) общее решение уравнения (1.1) для клиновидных 
областей будем представлять в виде интегралов Мелина

I _ Л 3=1

=т-
л=1

Пользуясь уравнениями состояния (1.2), а также формулами поворота 
для компонент перемещений и напряжений (6), для компонент напряжений в
полярной системе координат (1.3) получим

(1-8)

- Ф р в г 0Р ] V՛1 (р> <М;

иг - их СОЗф + и. 51П ф\ Уф = ~их 5’П Ф + иг С05 Ф՛՝
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Г з (“) = С44Г 2 (« ) = С|! а 1Г о (л) ֊ С| з = с33«2 - с։ 3«г о (а); 

/,(а)=ау0(а)+1.

2. Вывод трансцендентных уравнений. Применение теории вычетов к
формулам (1.8) для малой окрестности вершины угла приводит к формулам 

вида 

ф ’ ~ Г ’ Гф

где Лк - корни трансцендентной целой функции.

Из (2.1) следует, что характер напряженного состояния в малой окрест
ности вершины угла анизотропного материала определяется значениями Л, , 

а точнее значением Яе^. Ясно, что значением 1т определяются скорость 

осцилляции напряжений вблизи вершины угла. Вид этой функции с точ
ностью до множителя определяется из вида граничных условии и не зависит 
от значений граничных функций.

Ниже приводятся некоторые трансцендентные функции, связанные с раз
личными типами граничных условии на сторонах упругого анизотропного кли
на. Эти функции приводятся для общего случая, когда главные направления
анизотропии составляют произвольные углы со сторонами клина. 

Задача А. Граничные условия:

г<Р

Представим решение уравнения (1.5) в виде
Фр (Я, <9) = Ар (л)зт А0+Вр (Я)созЛ0 (р = 1;21

Удовлетворяя граничным условиям (2.2) и применяя к формулам (1.8) 
обратное преобразование Мелина, для определения функций Ар и Вр полу

чим однородную систему из четырех линейных уравнении. Для существова 
ния нетривиального решения требуем, чтобы основной детерминант этой сис 

темы ОА равнялся нулю.

(2.3)

Ясно, что при неоднородных граничных условиях (2.2) вид трансцендснт-

функции £>Л(Л)ной не изменится.

Задача В Граничные условия:
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°<р(г<<Р\)=тг<р(г՝<Р\)=0; «г(г,<02)=0; ъ.(г,«92)=о. (2.4)

Аналогичным образом для трансцендентной рункции ОМ этой задачи по

лучим

Задача С. Граничные условия:
игОчч>\)=0; Мг’«’1)=°; иг(г><Рг) = 0; V (г,<р2)=о (2.6)

Задача О. Граничные условия:
тг<р <Р\) = О', <Р\) = 0, Стр (г, <р2 ) = 0; тгр(г,^2)=0. (2.8)

Трансцендентная функция

рт '
Го уПр)

атГ2\ар

+ БШ 2(р} р

Задача О'. Граничные условия:

Г(р (2.Ю)
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Трансцендентная функция

В формулах (2.3)—(2.11) были использованы следующие обозначения

= Шб’р* = Ъ (<р

= (со»2 <рк + а2 2 <рк )г = (со։2 0рк + а՜2 ։ш2 врк ("з

вро = 6Р2 ~вР\> КеЬр(<Рк)>° (*;Р = 1.2)։ (2-12)

Ярт=5*р; С*т=С*р-,хрхт=1 (р + т = 3;р = 1;2\
_ Ьр (<02 К (<Р|)

В формулах (2.3)—(2.11) &р и ат (р + т = 3՝, р = 1;2) являются корня

ми уравнения (1.6), для которых Кесг^ >0. Кроме того, значениями углов 

^,^>2 определяются как угол раствора клина так и Углы между 

главными направлениями анизотропии со сторонами границ упругого клина.
Корни биквадратного уравнения (1.6) могут быть действительными, комп

лексными и совпадающими. Приведенные трансцендентные 1гункции сохраня
1

ют свою силу для всех этих случаев.
В частном случае, когда корни уравнения (1.6) совпадают (сг1 -^т) 

функции £>л(я) и Ов(л) другим методом были получены соответственно в 

работах (7) и (8). В работе (8) введением двух приведенных упругих постоян
ных автору удалось представить функцию Вв(Л) в таком виде, в каком она 

получается для изотропного материала.
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Рассмотрим частный случай, когда ф2 = фу +я. При этом корни функций

տ։ո

£)Я(Л) будут определяться из уравнения

(2.13)

Отсюда следует, что на концах жесткого штампа, сцепленного с границей 
полуплоскости или упругого клина, особенности напряжений не зависят от 
главных направлений анизотропии упругого материала. Если же ф2 * + /г
или ф2 *фу+2я, то в общем случае корни £>в(я) зависят от направления 

анизотропии.
Рассмотрим теперь случай, когда жесткий штамп давит на упругую полу

плоскость или на клин без трения. Принимая в формулах (2 9) и (2.11) 
ф2 = 4- 71 , для корней этих функций получим (Я* > 0)

(2-14)

Как видно из (2.14), особенности напряжений вблизи концов гладкого 
жесткого штампа в общем случае отличны от общеизвестных корневых осо
бенностей. Корневые особенности получаются только в том случае, когда 
главные направления анизотропии параллельны (перпендикулярны) границе 
полуплоскости или клина. Отметим, что в различных концах гладкого штампа 
степени особенностей напряжений отличны друг от друга, но сумма этих сте
пеней, как следует из (2.14), равна целому числу (-1; 0; 1).

Ереванский архитектурно-строительный институт

Ա. Հ. ԲԱԲԼՈՅԱՆ, Լ. Մ. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ, Վ. Տ. ԱՎԱՆՅԱՆ

Լաթում ների վարքը անիզոտրոպ առաձգական մարմինների անկյունային 
կետերի մոտակայքում

Ուսումնասիրվում է լարումների վարքը կամայական բացվածքով անիզոտրոպ 
սեպի գագաթի փոքր շրջակայքում, երբ անիզոտրոպիայի գւիւավոր ուղղությունմե
րը սեպի կողմերի հետ կազմում են կամայական անկյուններ:
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Դիտարկվում է այն դեպքը, երբ անիզոտրոպիան ուղղագծային է: Հավասարա
կշռության հավասարումների ընդհանուր [ածումները սկզբում կառուցվում են 
դեկարդյան կոորդինատական համակարգում: Այնուհետև, օգտագործելով պբտ- 
ւոման բանաձևերը, այդ լուծումները ներկայացվում են բևեռային կոորդինատա
կան համակարգում, որը հնարավորություն է տալիս ստանալ աշխատանքում դի
տարկված եզրային խնդիրների լուծումները: Որպես հիմնական արդյունք, աշխա
տանքում բերված են մի շարք դեպքերի համար այն սրանսցենդենտ ֆունկցիանե
րի տեսքերը, որոնց արմատներով բնորոշվում են լարանների վարքերը անիզոտրոպ 
սեպի գագաթի փոքր շրջակայքում: Որոշ դեպքերի համար ստացված են արմատ
ների անալիտիկ բանաձևեր կախված անիզոտրոպիայի գործակիցներից և սեպի 
անկյան բացվածքից:
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