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Напряженное состояние бесконечного кусочно-однородного
пространства с произвольным числом коллинеарных трещин

или абсолютно жестких включений при плоской 
и антиплоской деформациях

(Представлено академиком НАН Армении Б.Л.Абрамяном 2/Х1 1998)

Рассматриваются задачи о напряженном состоянии упругой кусочно-одно­
родной плоскости, содержащей на линии соединения однородных полуплос­
костей произвольное число математических щелей и абсолютно жестких тон­
ких включений, а также соответствующие задачи о напряженном состоянии 
кусочно-однородного пространства при антиплоской деформации.

Основные достижения этой области теории упругости отражены в О՜4).А
Укажем также работы (5՛6).

1. Для кусочно-однородной упругой плоскости рассмотрим две родствен­
ные между собой задачи. В первой задаче пусть упругая бесконечная неодно­
родная плоскость, отнесенная к правой прямоугольной системе координат 
Оху и состоящая из верхней и нижней полуплоскостей у>0 и у < О с мо­
дулями сдвигов и коэффициентами Пуассона V* соответственно, на ли­
нии соединения полуплоскостей у = 0 содержит систему Ь произвольного 

конечного числа N взаимно не пересекающихся математических щелей:
Г 1

~ | У ~ ^к | ( ^к ~~ ^к^к » &к < ^к > = Ь* •
I к=\ )

Пусть далее упругая бесконечная плоскость, напряженно-деформирован­
ное состояние которой описывается известными уравнениями плоской дефор­
мации, на бесконечности в направлении осей Ох и Оу подвержена воздей­

ствию равномерно распределенных нормальных и касательных напряжений
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О’ > 0), 
(У < О);’՜*

удовлетворяющих известному соотношению (2). Кроме того, на верхних 
(у = +0) и нижних (у = -0) краях щелей действуют нормальные и касатель­

ные распределенные силы различных интенсивностей, а именно:

Требуется определить плотность дислокаций смещений на берегах щелей, 
раскрытия трещин, нормальные и касательные напряжения вне системы ще­
лей на линии их продолжения, а также коэффициенты интенсивностей этих 
напряжений на концах щелей.

Во второй задаче описанная выше составная упругая бесконечная плос­
кость на линии соединения верхней и нижней полуплоскостей у = 0 вместо

математических щелей содержит систему Ь произвольного конечного числа 
М взаимно не пересекающихся тонких абсолютно жестких включений. Пусть 
на упругую плоскость на бесконечности действуют указанные выше силовые 
факторы, а в точках МДх^у*) (Х > К < °) верхней и нижней полу­
плоскости действуют сосредоточенные силы Кроме того, на абсо­

лютно жесткое включение = [я#Д], = действующие внеш­

ние силы имеют главный вектор Як(Хк,Ук) и главный момент Л/4. Требует­

ся определить скачки нормальных и касательных напряжении на верхних и 
нижних краях включений, а также эти же напряжения вне системы включе­
ний на их линии продолжения. ։

В первой задаче известным способом влияние действующих на бесконеч­
ности усилий перенесем на края щелей, воспользуемся линейным принципом 
суперпозиции и, разрезая бесконечную плоскость вдоль горизонтальной оси
Ох на верхнюю и нижнюю полуплоскости, введем следующие обозначения:

= ЛИ = <т(х)

= Т±(х) =
г(х)

Введем в рассмотрение также функции скачков смешении на щелях

Ф(х) = мДх)-м.(х) и *Р(х) = и+(х)-V-(*Х

Ф(х) =
[«К*) Т(г) =
10 (хеЬ'У,

^(х) (хе!),
0 (хеЬ')
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Здесь и±(х) — горизонтальные, у+(х) “ вертикальные смещения граничных 

точек верхней (+) и нижней (-) полуплоскостей. Для производных смещений 
м^(х); у±(х)» по известному методу (7) находим

и'(.х) + /к'(х) = +^+ (х еЯ),
я՛ X и~х (1.3)

Л =(1-‘,±)а;1. В։ =(1֊2^)(2//;՛) ՛•

где интеграл при и = х понимается в смысле главного значения по Коши.
При помощи (1.3) и интегрального преобразования Фурье получим следу­

ющее ключевое уравнение задачи:

я * и - х

{[&(“)-X.., Мри 
Г(х) = I — 

71 ь

где Ак и Вк (к = 1,2) - известные постоянные.
Рассматривая ключевое уравнение (1.4) на системе щелей £, придем к 

сингулярному интегральному уравнению
- (В,О(х) + А [П(ц)^ = В(х) (х 6 £), (1.5)

л ; и-х

при условиях
|п(х)о!х = 0 (к = \,2,(16)

выражающих условия непрерывности смещений в концевых точках щелей.
Рассматривая же ключевое уравнение (1.4) вне щелей, согласно (1.1) и 

(1.3) будем иметь

А ГВД*_, А te.W-.UC0]* (хбГ). (|„
Л * и~Х л / и-х

Обращаясь ко второй задаче, отметим, что на включениях имеют место 
условия

«+(х) = и_(х) = ^, у+(х) = у_(х) = у* + акх (х е Ьк), (к =

где дк - жесткое смещение к -того включения вдоль оси Ох , у к - вдоль оси 
Оу , а ак ~ его угол поворота против часовой стрелки.

Введя обозначения
(х е£)
(хе£');
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=г±(х)=
?±(х) 
г(х)

(х^к) 
(хек');

и используя принцип линейной суперпозиции, аналогичным путем получим 
ключевое уравнение второй задачи:

7Г ; и-х -ОО

5|(х) = +(в< + О./|(х)-Л(х) + д(х) (-®<х<+°о); (1.8)

X» (х) ֊ Л+ (*) - X- (х), %± (х) = Г± (л) + /Р± (х),

где А* и Вк(к = 3,4) “ известные постоянные функции /(х),/,^) учиты­

вают действующие силовые факторы, а функция ^2(х) учитывает смещения 

на линии соединения верхней и нижней полуплоскостей.
Рассматривая теперь ключевое уравнение (1.8) на системе включения Ь , 

придем к сингулярному интегральному уравнению

при условиях

- |'В3/0(х) + = Л0(х) (х е к)
тс и-х1*

=Х„ +/Г4;
£

х1т/0(х)4/х= Мк 
£

(1.9)

(1.Ю)(А = 1,...Л).

Далее напряжения вне системы включений на их линии продолжения 
определяются формулой

\ х \ п £( х 4 Г/1(М)^ Л (гс/Ч Л 1П/(х) = г(х) + ։сг(х) = /Д/|(х)-----։- р-------------- I-------- — (хек ). (1.11)
л и-х п ' и-х-ЗА Ь

При помощи известных методов из (') запишем решение для задачи 
(1.5Н1.6)

П(Н-,_Вь_р(х) + ^« - Г-^- +() В?-А? ( я(В?-А?){Х;(1)('-х) 

+ Х0*(х)В„.,(х) (хек),
Д 4+,д -1-/Д

^о(г) = П<г-а‘) 2 ’

/л/_1(х) = С0 + С|х+...+С^-|^7 ։, (1.12)

229



где %0+(Г) граничное значение %0(г) на верхнем берегу Ь, а СО,...УС^_}

произвольные постоянные, определяющиеся из условий (1.6).
Теперь при помощи 31ормул (1.12) и (1.7) для разрушающих напряжений

будем иметь

/х / \ - / \ .(А\В-> — А2Вх)Х0{х)х(х) = Т(х) + 1СТ(х) = —I Д------

я(В| - Я,)

4^(0-/֊и)}*!
•I Х^-х)

Здесь коэффициенты а^а2У...,аы определяются известной методикой (7) при 

помощи разложения функции 1/%0(г) в окрестности бесконечно удаленной 

точки.
Далее, как в (2>8>9), исходя из (1.13) определим коэффициенты интенсив­

ностей по формулам

кЬ։ = К՝1 - ,К*’ 2яд,- Пт х(х)\
сЬ(л£) *0

(/=։,. :,ю

ка, = к? - ,к°՛ = / /(։)
и в результате получим их явные выражения:

(А{в2-Агв}) 
сЬ(л-Д) | л(В{֊А{)

Л [•
г(В,-А,) х;(г)(1-с,)

(1.14)
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Отметим также, что раскрытие трещины на участке (к = 1..... У) оп-
ределяется по формуле 

X
<Р(х) + ։ у/(х) = (х е I,).

Вполне аналогичным способом построим решение сингулярного интег­
рального уравнения задачи о включениях (1.9)-(1.10), а затем из (1.11) нахо­
дим напряжения вне включений на линии их продолжения.

Коэффициенты интенсивности (1.14), содержащие осциллирующие интег­
ралы, можно вычислить с большой точностью.

2. Теперь вкратце остановимся на соответствующих задачах о трещинах и
включениях при антиплоской деформации. Пусть кусочно-однородное про­
странство, отнесенное к правой прямоугольной системе координат Oxyz и на­

ходящееся в условиях антиплоской деформации в направлении оси Oz, со­
стоит из верхнего и нижнего полупространства (у>0, у < 0) с модулями 
сдвигов соответственно и в плоскости у = 0 ослаблено системой сквоз­

ных трещин

ак <*4,(* = 1,...Л)Л <аЬ1,(Ы,...Л֊1)-

Пусть далее края трещин нагружены силами произвольных интенсивностей
= -r±W (х ею),

вызывающими продольный сдвиг упругого пространства в направлении оси 
Ог с базовой плоскостью Оху. Требуется определить плотность дислокаций 

смещений на краях щелей раскрытия трещин, разрушающие напряжения и 
коэффициенты интенсивности напряжений.

Во второй задаче описанное выше составное упругое бесконечное про­
странство на плоскости соединения у = 0 вместо системы сквозных трещин 
содержит систему со произвольных взаимно не пересекающихся тонких аб­
солютно жестких включений. Пусть в точках А/о(х£>То) (То > То < 0) 

верхнего и нижнего полупространства приложены сосредоточенные силы ±, 

а на включениях СОк действуют силы с равнодействующим Рк, направленным 

вдоль оси Ог. Требуется определить скачки напряжений на верхних и ниж 
них берегах включений, а также эти же напряжения вне системы включений, 

на их линии продолжения.
Далее описанным выше способом можно получить определяющие уравне 

ния поставленных задач и построить их решения, которые вполне аналогичны 

приведенным выше решениям.

Институт механики НАН Армении
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1Г. и. ՄԿՐՏՉՅԱՆ

Կամայական թվով համա գիծ ճաքերով կամ բացարձակ կոշտ ներդրակներով 
կտոր առ կտոր համասեռ տարածության լարվածային վիճակը հարթ և 

հակահարթ դեֆորմացիաների դեպքում

Աշխատանքում դիտարկվում եմ կտոր աո կտոր համասեռ առաձգական հար­
թության լարվածային վիճակի վերաբերյսդ հարթ և կտոր աո կտոր համասեռ ա- 
ոաձգական տարածության ւարվածային վիճակի վերաբերյալ հակահարթ դեֆոր- 
մացիւսներով պայմանավորված խնդիրները: Ընդ որում ենթադրվում է, որ տարա­
սեռ կիսւսհարթությունների կամ կիսատարածությունների միացման գծերի կամ 
մակերևույթների վրա, համապատասխանաբար, կան կամայական թվով ճաքեր, ո- 
րռնց ափերը բեռնավորված են նորմալ և շոշափող Լարումներով, կամ բարակա­
պատ բացարձակ կոշտ ներդրակներով: Ֆարեի ինտեգրալ ձևափոխության, անա­
լիտիկ ֆունկցիաների եզրային խնդիրների տեսության և սինգռւլյար ինտեգրալ հա­
վասարումների մաթեմատիկական մեթոդների օգնությամբ կառուցված են դրված 
խնդիրների փակ լուծումները: Բացահայտ տեսքերով ներկայացված են լարումնե­
րի ուժգնության գործակիցները, ճաքերի բացվածքները, Լարումների թռիչքները 
ներդրակների վրա և մյուս մեխանիկական բնութագրիչները:
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