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Построению теории изгиба тонких пластин по моментной теории упругос­
ти посвящены работы С1՜4). Обзор работ в этом направлении представлен в 
(5). В работах (6-7) на основе уравнений трехмерной несимметричной теории 
упругости построена теория изгиба пластин моментной теории упругости с 
независимыми полями перемещений и вращений на уровне общеизвестной 
уточненной теории пластин (8). Построение прикладной теории изгиба тонких 
пластин по несимметричной теории упругости можно осуществить, применяя 
асимптотический метод интегрирования трехмерных уравнений несимметрич­
ной теории упругости в области тонкой пластинки (9՛10).

В данной работе излагается асимптотическая теория изгиба (обратно-сим­
метричная по задача) тонкой пластинки по моментной теории упругости. 

Построен функционал общего вариационного принципа прикладной теории изги­
ба пластин по несимметричной теории упругости, на основе которого выводятся 
основные разрешающие уравнения и граничные условия указанной теории. При 
построении и изучении асимптотических разложений в трехмерной области 
тонкой пластинки будем руководствоваться общеизвестным асимптотическим 
методом (и՜13) изучения проблем теории тонких пластин и оболочек.

Рассмотрим изотропную пластинку постоянной толщины 2А как трехмер­
ное упругое тело. Отнесем срединную плоскость к декартовой прямоугольной 
системе координат Ох2. Ось Ох3 будет направлена по нормали к сре­

динной плоскости пластинки. Будем исходить из основных уравнений теории 
несимметричной упругости с независимыми полями перемещений и вращений 
<’*)֊

уравнения равновесия
7/О֊«=0, 7уд"+^-ст.,=0, ,п
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физические соотношения

1(Т1} = (р + а)/,! + (д - а)г„ + Лу „ 5„, 

= (Г + «)/,;+(/ ֊ £)ху + Дг„ 5,,
либо в обратной форме

Г» = + а'Ч + (д' ֊ а')а,_ + Л'^ст*,
Хи = (/' + *')д„ + (/' ֊ е ')рч + 0'8 ц»,

геометрические соотношения

г« = ’7.«у-^й’։> X, =՝7,<у;.

(1.2)

(1.3)

(1.4)

где - компоненты силовых и моментных напряжений, //у, - ком­

поненты тензора деформации и тензора изгиба-кручения, и - вектор пере­
мещения, й) “ вектор независимого поворота точек тела, Л, /а а. (3, /, £ 
или Л', //', а’9 Р\ у'9 £՛ - упругие постоянные материала пластинки.

На плоскостях х3 = ±И пластинки заданы условия

Ру = < ПРИ х3=±И. (1.5)

На боковой поверхности пластинки (Е = Е1иЕ1) заданы условия смешанно­

го типа
сг"и7 = р*„ ррп1 = п£ на 
м = м,(хД бу = бУ*(х;) на Е2.

(1.6)

Решение поставленной задачи складывается из суммы решений симмет­
ричной по х. и обратно-симметричной задач.

Рассмотрим обратно-симметричную по х3 задачу (теория изгиба).

1. В уравнениях трехмерной несимметричной теории упругости перейдем 
к безразмерной координатной системе (1։՜13)

(2.1)

где / — характерный размер пластинки. В результате на основе (1.1) (1.4) 
получим сингулярно-возмущенную систему дифференциальных уравнений с 

малым параметром 8 — решение которой складывается из двух типов ре­

шений: незатухающего при удалении от боковой поверхности в глубь области 
и типа погранслоя.

Рассмотрим определение незатухающего (внутреннего) напряженно-де­
формированного состояния.

Решение внутренней задачи ищем в виде
5

5=0
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где Q - Любое из напряжений (силовых и моментных), перемещений и пово­

ротов.
После подстановки (2.2) в систему уравнений (!.!)-(1.4) с учетом (2.1) 

получим непротиворечивую систему относительно коэффициентов 0(У) разло­
жения при обратно-асимметричной по £ задаче, лишь при

|^ = 1 ДЛЯ (Т13, СГц, сг31, сг32, ։, ц22, /7։2, /л21, Л^зз» » ^2» мз»

= О ДЛЯ бТц, ^22 , СГ|2, СГ2|, С33, //3|, //32 , //|3, , W|, и2 , й?3.

Полученную систему уравнений можно интегрировать по £ в результате

чего получим
1ир' = w<S}Г]) + u3{S\ и}х) =<v[si(^,z?) + u;('’'), (1<-»2),

|<a,(S) = Q(S)(£rj) + (1 <-> 2), ’ = <ЗДХ)(£*7)+ ®j<s\

CTiii) = £rff’<£7) + erf}4՜’, crff = <T|2S)(^>7) + 0uS), (1 2), 

■ 7) + <rjiS). crjf՛ = 7) + Ob(S>, (1 «-> 2),

^=7?3s’«,7) + <t5-<s),

где

Xs> = 7) + А.Г, п) + ,
<X։s> = u'«(^7) + X,(i),(1^2), 4

+ (1«2), 7) + ДзГ,

v<« =/[Q</>+(iu' + a')r3(1i>+(X-a')7;<35)], (l«->2), 

O‘i։ = /[(2/' +^')и‘Х) + + и£>)1,
V. «

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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(5) _ 1 1

(210)

(5) _ ц'-а' 1^5)1
4//а' I дп 2а'

= - ди{?

1
(2.11)

= ^13

Величины со звездочками определяются по формулам

и:^ = Iр2’<5><+1Д(А' + а')<73’Р + (X ֊а')Л (1 «-> 2),
о

= 11

О

(5-2) .

•(5)

О

= I ДД'(Х<5) + >) + (Д' +2П/4з(5)р<.
О

(2.12)

й>>,(5) =/)[(/'+^')/4?'2)+(/' ֊ *')/4Г2)р<. <> *֊* 2).

(I о 2), <•> = -

(2.14)
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и являются полиномами по (при 5 = 0;1 они равны нулю). Формулы

(2.12)֊(2.16) имеют рекуррентный характер и позволяют определить величи­
ны со звездочкой для приближения 5, если известны все величины, относя­
щиеся к приближениям 1).

При 5 = 0 и 5 = 1, как это следует из выражений (2.4), будем иметь 
следующую качественную картину распределения перемещений и поворотов 
по толщине пластинки. При этом нормальная компонента вектора перемеще­
ния и тангенциальные компоненты вектора поворота по толщине пластинки 
постоянны (не зависят от координаты х3). Эти качественные результаты мож­

но принимать как гипотезу для построения прикладной теории изгиба тонких 
пластин по моментной теории упругости.

Будем требовать, чтобы определяемые по формулам (2.5), (2.6) силовые и
моментные напряжения удовлетворяли граничным условиям (1.5) (в смысле 
обратно-симметричной по х3 задачи), в результате получим

7(5) _ V(5) 745) _ ± V(S) 7(5) _ 7(5)
*31 ~ ’ *32 - *2 > *33 ” ич 2 ’

(2-17)
—

где
>2(0) = %2, ^>=0, X<‘>=֊2a3f>(f = l),*>l,

< =^2, =0, п^к) = -2£\к}(£ = I), к > 1, (2.18)

Уравнения (2.4)-(2.18) составляют полную систему относительно неиз­
вестных 
vtf) w(-V) Q(S) Q(5> (Я rW rW r® r® r™I » y2 » , *|| » b 22 > * )2 » *21 » 1 JI » 4 32 » *13 ։ *23 ։ *33 ։

Ц? ’, ’ u<f >, , ц<f), , u<f), utf>, ,Ttf\
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При этом основная разрешающая система уравнений относительно вели- 
чин 7^>, Г£>, цТ. <4?, чТ■ будет:

Систему (2.19), (2.20), в свою очередь, можно свести к трем уравнениям 
относительно . Найдя неизвестные, входящие в (2.19),

(2.20), по соответствующим формулам определим все величины внутренней 
задачи.

3. Вводим теперь интегральные по толщине пластинки усилия и моменты. 
Для обратно-симметричной (по £) задачи этими понятиями будут моменты 
£.,, £и, £,,, £г, и перерезывающие усилия которые определяются

по формулам 
л а а

-А -А -А

(3.1)

Обозначим через Д?, Д«, £<р, , №’, ’ значения этих величин для

приближения 5. Учитывая (2.5), (2.6) и (3.1), для этих величин получим
= 2/^ц<« + /<?ЧТ. Аг = 21^2 + /<у5#А (з.2:

ЛГ</> = 215^ + 7<ЭД5>, (1 2)

где ֊1

(МУ>Л2Г>)=
(3.3)

причем
(3.4)
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(5) ,.(*) ,,($> п(5) ТЮ Т(5) Г(Я Г(Я ГВ) 
II > и22 » М|2 » М21 » 2и ♦ 2 23 > ‘и > ‘22 > ‘12 » ‘21Используя (3.1), выразим и

через усилия, моменты соответственно и, подставляя их в систему 

(2.19), (2.20), будем иметь
^13 * _|_ ^23} + 1^ ^Гзя ^2?՜’

А? 4- ■

•(5)

4? = 2Л -2Л

=֊ г,(Р -

где

в + , к^ = г>֊։+*

12

Здесь " компоненты сдвиговой деформации, к[р, к£} *12 »

к^} “ компоненты изгиба-кручения срединной плоскости пластинки.

Если подставить (3.6) и (3.7) в (3.5), получим систему из трех дифферен­
циальных уравнений относительно величин О[5,։ .

I >

4. Построение математически обоснованной теории тонких пластин по 
несимметричной теории упругости, в рамках приближений получаемой асимп­
тотической теории, требует также применения общего вариационного принци­
па.

Функционал общего вариационного принципа трехмерной теории несим­
метричной упругости имеет вид

V

I

5*
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где */» *//) плотность потенциальной энергии деформации (13)

Варьируя функционал (4.1) по всем функциональным аргументам, прихо­
дим (в качестве уравнений Эйлера и естественных эйлеровых граничных ус­
ловий) к уравнениям (1.1)-(1 4) и граничным условиям (15). (16) 
трехмерной теории несимметричной упругости

На основе результатов асимптотической теории тонких пластин возмож­
но приведение функционала (4.1) к двумерному континиуму

После перехода к координатам (2.1) и подстановки (2 2) в выражение 
(4.1) будем удерживать в нем члены, имеющие наибольший асимптотический 
порядок (т.е. 3 ’), в итоге получим формулу, определяющую функционал 
теории изгиба тонких пластин по несимметричной теории упругости

֊ +(«, - У2Л)О, + (А + Х2А)П2 )О> - |( Л>+♦ £;п, р/ -

- /[^(*-»*•)+-°")+-п‘)И

где плотность (поверхностная) потенциальной энергии деформации выражает­
ся так:

И'о = 1//2Л(Ги + г23): +֊а2й(Ги -Ги)2 + -2НГ,. *Г„)’ +

+ ֊ 2Аа(Г31 - Г,,)’ + ^2у2^ + ^ + *£) + (4.3)

+12Л#*,,+*и+*„)2+2*1/^+*12): +֊2Ц*21 -*12)2.

Здесь Гп, Гу, к п, кп, Л31, кг - компоненты сдвиговой деформации и из­
гиба-кручения срединной плоскости пластинки; и' - прогиб; - пово­
роты (независимые) соответственно осей Ох1 и Ох2 точек срединной плос­

кости пластинки (отметим, что в данном случае, т е. в случае, соответствую­
щем исходному приближению асимптотического метода, перемещение по оси 
Оху и повороты вокруг осей Ох. и Ох: постоянны по координате х,):
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Ь*ии, - внешние контурные усилия и моменты (на /։);
О; - перемещения и повороты (на /2) точек контура срединной плоскости 

пластинки.
Следует отметить, что Г31, Г32, к33 не содержат дополнительных степеней

свободы, они выражаются формулами

= -2^֊ЕГ13+ - - —*2, (Ю2),(%^Г), 
// + а 2(// + а)

- У .(к +к
2(/' + ^') Л" 22 у' + Р' 2

(4.4)

Варьируя функционал (4.3) по всем функциональным аргументам, прихо­
дим к уравнениям теории изгиба пластин по несимметричной теории упругос­
ти, а именно:

уравнения равновесия 
^■3 ,

^2

23

соотношения упругости

13

Д, = 2Л к,՝ -2И 22

геометрические соотношения

Гв>^+п։, 1. ’ 21
граничные условия

на А: ЛГ, = ЛГ, ии ии и

на и

При подстановке (4.6), (4.7) в (4.5) получим уравнение прикладной
теории изгиба тонких пластин по несимметричной теории упругости в
перемещениях и независимых поворотах.

Гюмрийский государственный педагогический институт им. М.Налбандяна
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Ս.Հ. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

Առաձգականության մոմենտային տեսությամբ բարակ սափ ծռման խնդրի 
ասիմպտռտիկական տեսությունը և վարիացիոն հավասարումը

Աշխատանքում շարադրվում է առաձգականության մոմենտային տեսությամբ 
բարակ տպի ծոման ասիմպտռտիկական տեսությունը: Կառուցվում է առաձգակա­
նության մոմենտային տեսությամբ բարակ սաչի ծռման կիրառական տեսության 
վարիացիոն հավասարումը, որի հիման վրա արտածվում են այդ տեսության հիմ­
նական ղիֆերենցիւպ հավասարումները և եզրային պայմանները:
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