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Плоская задача несимметричной теории упругости излагается в С1՜5). В 
(6՛7) приведен обзор работ, посвященных решению прикладных задач теории 
концентрации напряжений в рамках плоской задачи несимметричной теории 
упругости.

Построение прикладной плоской теории (обобщенного плоского напря­
женного состояния) и теории изгиба тонких пластин по несимметричной тео­
рии упругости можно осуществлять, применяя асимптотический метод интег­
рирования трехмерных уравнений несимметричной теории упругости в облас­
ти тонкой пластинки (8՛9).

В данной работе излагается асимптотическая теория плоского напряжен­
ного состояния (симметричная по % задача) тонкой пластинки по моментной 
теории упругости. Построен функционал общего вариационного принципа 
прикладной теории плоского напряженного состояния тонкой пластинки по 
несимметричной теории упругости, на основе которого выводятся основные 
разрешающие уравнения и граничные условия указанной теории.

При построении и изучении асимптотических разложений в трехмерной 
области тонкой пластинки будем руководствоваться общеизвестным асимпто­
тическим методом (1012) изучения проблем теории пластин и оболочек.

1. Рассмотрим изотропную пластинку постоянной толщины 2И как трех­
мерное упругое тело. Отнесем срединную пдоскость к декартовой прямоуголь­
ной системе координат ОхХуОх2. Ось Ох3 будет направлена по нормали к 
срединной плоскости пластинки.

Будем исходить из основных уравнений теории несимметричной упругос­
ти с независимыми полями перемещений и вращений (0-

Уравнения равновесия
7^* = 0, + Л • сг# = 0, .՝՝ (1.1)

физические соотношения
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4 =(д+а)г»+(д-а)ув+ЛГи^, 

= (/ + е )Х„+(/ - £)/(; + ։

либо в обратной форме
[г</ = (ц։+а')а։1 + (д’-а')^ + Х'8։,аа, 

[Г» = (/' + е')^ + (Г' ֊ е')^ + /3'6^,

геометрические соотношения
Гц = ^«)- , Х<1 = 71<и,,

(12)

(1.3)

(1.4)

где а՝1 ,Ц՝‘ - компоненты силовых и моментных напряжений, ^Ч,Х,, “ ком- 

поненты тензора деформации и тензора изгиба-кручения, и - вектор переме­
щения, со —вектор независимого поворота точек тела, Л,или 
Л',//,а',р',у\€՛ ~ упругие константы .

На плоскостях х3 « +Л пластинки заданы условия

стз. = Р<. Аз. = т: При ։5 = ±Л . ( 15)

На боковой поверхности пластинки (£ = £]<_;£-.) заданы условия сме­
шанного типа

сгрп]■= р'., ррп}=т՝. на Е։, 
и = 1/.(х,), со = а>.(х1) на Е2.

(16)

Решение поставленной задачи складывается из суммы решений 
симметричной по х. и обратно-симметричной задач.

Рассмотрим симметричную по х3 задачу.
2. В уравнениях трехмерной несимметричной теории упругости перейдем 

к безразмерной координатной системе (։0՜12)

£ = 4 7 = 4 < = Т’ <2 В/ I п
где / - характерный размер пластинки. В результате на основе (!.!)-(1.4) по­
лучим сингулярно-возмущенную систему дифференциальных уравнений с ма-

хлым параметром и б>=у, Решение которой складывается из двух типов ре­

шений: незатухающего при удалении от боковой поверхности в глубь области 
и типа погранслоя.

Будем изучать определение незатухающего (внутреннего) напряженно- 
деформированного состояния.

Решение внутренней задачи ищем в виде

(2.2)
5=0

где О — любое из напряжений (силовых и моментных), перемещений и по­

воротов. _ . .
После подстановки (2.2) в систему уравнений (!.!)•( 1.4) с учетом ( . ) 
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получим непротиворечивую систему относительно коэффициентов раз­
ложения при симметричной по £ задачей лишь при

Я = 2 Лия}1\Ъу дз։, //23, //32,
< <2 — 1 ДЛЯ СГ13,СТ23,СТ31,<7з2,и3,й)։,й92>//1|, ХЪ1’Л*33’ (2.3)

<7 = 0 длясг33.

Полученную систему уравнений можно интегрировать по £ , в результа­
те чего получим

о,'5’=<£}<*’(£,7)+<*’, (1«->2), 

а>Р=О<5)^Л)+<»э’(։).
(2.4)

/4Г = П> 7) +Д.Г,

■ А<*> = ^Р(ел)+Д;Г. № =<^’(^7)+^,

А? = . 7) + А.?’. (1 ** 2),

(2.6)

где

= /Л'(г^ >

(*)_ 1^

4А-(2' + А')/ дч

12 4/1'а' / / дт)

֊ _
31

21 (2.8)

_ 1 1
13 - ”, . _ .7“ТГ՜

-а֊
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(Л _ 1 1 ЗП<։5) Г՛
°в ~ ..< . 7^7----- ; > и31

= - изз ֊М«).
„от֊°11 -

1 Р' 1 ап<։)
(Д'+2Г')2-д'2 / а»? (29)

2/?'/ Ь.(Я
(р՛+2у՛)2 - р՛2 ”

ип “ л
’ 1 дп^՝1 г'-е'1дС1\5}

I д£ 4/Ъ' / дг] ’

Величины со звездочками определяются по формулам
= /}.^2)< + /) ((//- + а')<-2> 

О о
+ (//' ֊ а')а<р2) К. (1 «• 2).

и3*<®> = 11 + (Л' + 2ц')^2\
О

= 4 [/’’О'п ֊2> + Яа'։>)+(Р՝ + 2/)^Г2)К<. 

О

=ф(г՛+ £’)рэ?) +(/'-г')^)1^. О о 2). 
О

1ц' + X' 1 аир5’ _ Я' 1 ди^

(210)

2цЯ
4ц'(Л' + ц')

(5-2)
33 >

4ц'(Л' + ц')1 4ц'(Л' + ц')1 дт}
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-<т£’2>) </<, (1«->2),

/?' + 2/' 1 Эй>|,(5)/?' 1 Ой>2(5)

(Д' + 2/')2 ~Р'г 1 д* (/Г + 2/')2-Д'2 / д11

(2.12)

у'+е' 1 /'-£' 1 да>^
4/'б?' / Ау'с' I дт]

(1 о 2),

и являются полиномами по £. При 5 = 0;1 они равны нулю, так как 

2<5)=0при 5<0. Формулы (2.10)-(2.12) имеют рекуррентный характер и 

позволяют определить без решения каких-либо уравнений величины со 
звездочкой для приближения 5, если известны все величины, относящиеся к 
приближениям 0,1,...,(5-1) .

Из формул (2.4) будем иметь следующую картину качественного 
распределения перемещений и поворотов по толщине пластинки при 5 = 0 и 
5 = 1: тангенциальные компоненты вектора перемещения и нормальный 
компонент вектора поворота не зависят от поперечной координаты , т.е. 
постоянны по толщине пластинки. Отметим, что эти качественные результаты 
асимптотического метода интегрирования можно принимать как основу или 
гипотезу при построении прикладной теории тонких пластин в смысле 
плоского напряженного состояния по моментной теории упругости.

Будем требовать, чтобы определяемые по формулам (2.5), (2.6) силовые и 
моментные напряжения удовлетворяли граничным условиям (1.5) (в смысле 
симметричной по х3 задачи) , в результате получим

А? = х-х™, т™+(1 ++ 2), (2.13) 

где
Х,<0) = X,, Х,(|) = 0, Х<*> = -гст;^ (£ = 1), т<0) = т,, 

Ж,®=0, т}*>=-2д,?)« = 1).

X, =р, + р,՜, т, =т, -т^, (1->2), (X ->У ->7), (т->р->д).

Уравнения (2.7)-(2.9) и (2.13) составляют полную систему относительно 
неизвестных
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у?’, *<«, £!</>, п<*>, г,?’,4Г,г£’,г£>,

г($) _($) _(*) Т(Г) 
‘13 >*2з , ‘зз > *зз >

п(5) п(,) пс*> >/*> п(Я) п<*> ,><*)<>13 >*>23 » У31 ,у32 > изз >^11 *^и , Ц2\и2у.
При этом основная разрешающая система уравнений будет 

девяти величин т[2\т^,и%\ и£>, у'4’, у<4), П<4);
*»И’1 1 г ~ * Г!

дт}

дг.

= -֊Х^, (1 о 2), (X «• К), 

+/(г<г֊^)=֊|^,

относительно

(2.14)

(« _ 1 5у,(4> 15у^
(2/1՛ + X)1 - Аа I

(5) _
12 ~

иС5) = 
и13

1 ао'4)

-Я<4> -

(2р' + Л')2 -Ла I дц

д'-Д’(1Эу<4) ?
4я'а'(/ 8г] 3

Т"Г’,0

Систему (2.14), (2.15). в свою очередь, можно свести к трем уравнениям от­
носительно у25) ՝еГ2з5). Найдя неизвестные, входящие в (2.14), (2.15), 
по соответствующим формулам определяем все величины внутренней задачи.

3. Введем теперь интегральные по толщине пластинки усилия и момен­
ты. Для симметричной (по ) задачи эти понятия будут тангенциальными

усилиями Гц512,521 и моментами и , которые определяются
по формулам

Обозначим через Т’|(15), 5{2),£(1р, (1 ->2) значения этих величин для 
приближения 5. Учитывая (2.5) (2.6) и (3.1) , для этих величин получим

=/<?-'^(2г^ + Г,^))։ 5,7’ = /<Г|+4 (2г<4’ +5,ГО, (3 2

[1$’ = + 4Т), (1 -> 2),

где

•(5) ^4$)

^),1Г>)=Г(и1Г).дГ)к
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причем

Используя (3.2), выразим \т£\ через усилия и
моменты соответственно и, подставляя их в систему (2.14), (2.15), будем 
иметь

(3.5)

=2Д.(ГС« +иГ^) + 13-'^т;^\ (1^2), 
1-ь>

(3.6)

лр = -18~м ^18-м1^\ (1 2),
/ 4-6' / 4-6

где • «Л 
л- д:

Здесь Г1(5,,Г1£), ^\Г^,\к^\ к^ - компоненты тангенциальной де- XX 7 IX 7 XI * 1 «Э *

(3.7)

формации и изгиба-кручения в срединной плоскости пластинки.
Уравнения (3.5)-(3.7) при 5 = 0 дадут уравнения равновесия плоского на­

пряженного состояния пластинки с соответствующими соотношениями упру­
гости по несимметричной теории упругости (с независимыми полями переме- 
ще-ний и вращений). '

Исключив из (3.5)-(3.7) Т}\5\ Т^\ решение задачи
сведем к решению системы из трех уравнений относительно перемещений 

вращений .
4. Построение математически обоснованной теории тонких пластин по 

несимметричной теории упругости, в рамках приближений получаемой асимп­
тотической теории, требует также применения общего вариационного принци­
па. Применение общего вариационного принципа позволяет наряду с уравне­
ниями равновесия, соотношениями упругости, геометрическими соотношения­
ми вывести соответствующие им граничные условия.
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Функционал общего вариационного принципа трехмерной теории несим­
метричной упругости имеет вид

I = | {^(у, ,, Х )) - а, /,. - (- е^а>к)]- цр (Х , - 7,^) -

где ~ плотность потенциальной энергии деформации (*).
Варьируя функционал (4.1) по всем функциональным аргументам, прихо­

дим (как в качестве уравнений Эйлера и в качестве естественных эйлеровых 
граничных условий) к уравнениям (!.!)-(1.4) и граничным условиям (1.5), 
(1.6) трехмерной теории несимметричной упругости.

На основе результатов асимптотической теории тонких пластин возмож­
но приведение функционала (4.1) к двумерному континиуму.

После перехода к координатам (2.1) и подстановки (2.2) в выражение 
(4.1), будем удерживать в нем члены, имеющие наибольший асимптотический 
порядок (т.е. 3 2), в итоге получим формулу, определяющую функционал те­
ории плоского напряженного состояния пластинки по несимметричной теории 
упругости

(4.2)

31

и

где плотность (поверхностная) потенциальной энергии деформации выражает­
ся так:

Ъ Гп + г£ + 2оГ12Г21) +1 2Лр(Г2, + г„ )2 +

+—2Ла(Г21 -Г12)2 +|2й/(*з1 +*1з)2 +|2М*3, ֊М* + <43)
2 2^

+2й|г№, +*в)։+|2м*п-м։

Здесь ПрГгз.ГгрГп,^3,^23 представляют собой компоненты тангенциальной 
деформации и изгиба-кручения в срединной плоскости пластинки, ^։,м2 
тангенциальные перемещения, а ~ поворот (независимый) вокруг оси
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Ох. точек срединной плоскости пластинки; ии^и1- нормальное и касатель­
ное составляющие вектора перемещения точек контура (Л) срединной плос­
кости пластинки; М* - внешние контурные (на /,) усилия и мо-

мент; - заданные перемещения и поворот точек контура (/2) сре­
динной плоскости пластинки.

Следует отметить, что к3] и к32 не содержат дополнительных степеней 
свободы, они выражаются так:

'! *Э1 = ,, 1 . 0 2). («** р)- (4.4)
I 2(/ + £) / + £

Варьируя функционал (4.2) по всем функциональным аргументам, прихо­
дим к уравнениям теории плоского напряженного состояния при несиммет­
ричной теории упругости, а именно: 
уравнения равновесия

+ (5։2 521)-
(4.5)

соотношения упругости

12

д№ 2ЕИ
лг ~ 1 2 + ^22-
сП, 1-и 

а а
д№
— =2Л(// + а)Г12+2
оГ12

ОЬ 4^ Ъ I.----- = 2п------- к.. +пт
^13 У+£

(46)

геометрические соотношения

(1 о 2), (4.7)

граничные условия

на /|:

на 12:
~ Рт» ~ у

С13=о.].
(4.8)

При подстановке (4.6), (4.7) в уравнения равновесия (4.5) получим 
уравнения плоского напряженного состояния по несимметричной теории 
упругости в перемещениях и поворотах (независимых).

Гюмрийский государственный педагогический институт им.М.Налбандяна
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Ս. Հ. ՍԱՐԳՍՅԱՆ
Առա ՜ ձգականության մււմենտային ւոեսուգյամբ բարակ սափ հարթ խնդրի 

ասի մպւոոտի կական տեսությունը եվ վւսրիացիոն հավասարումը
Աշխատանքում շարադրվում է առա ձգականության մոմենտային տեսուցյամբ բա- 

րակ սալի հարթ լարվածության վիճակի ասիմպտոտիկական տեսությունը:
երկրաչափական փոքր պարամետրերի առկայությունը բարակ սալի առա „ձգականու­

թյան մոմենտային տեսության հավասարումներում այնպիսի է, որ դիֆերենցիալ հավա­
սարումների նշված համակարգը դառնում է ոչ կանոնավոր (սինգոպյար) գրգռվող, որի 
դեպքում լուծումը արտահայտվում է ներքին խնդրի (չմարող լուծում) և սահմանային 
շերտի լուծումների գումար!

Կ արւուցվում են ներքին իւն դրի ասիմպտոտիկական վերլուծումըրստ ասիմպտոտիկա­
կան մոտավորումների:

Էլնելուվ ելակետային ասիմպտոտիկական վերլուծության որակական արդյունքներից, 
կա ուո լցվում կ աոյսֆձգականության մոմենտային տԼսուգյամը րարակ սալի լարվոծային 
վիճակի (կիրառական տեսու թյանր) վարիացիոն հավասարումը 9 որի հիման վրա արտած­
վում են այդ տեսության հիմնական դիֆերենցիալ հավասարումները և ե գրային պայ ման- 
ները*

ЛИТЕРАТУРА - ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 В. Новацкий, Теория упругости, М., Мир, 1975. 2 В.А.Пальмов, ПММ, т.28, в.6, 
с.1117-1120 (1964). 3 АН. Булыгин, Е. В. Ку в минский, ПММ. т.31, в.З, с.543-547 
(1967). 4 Г.Н.Савин. в сб." Концентрация напряжений”, Киев, Наукова думка, 1968. 
° Н.Ф.морозов, Математические вопросы геирии Трещин, М., Наука, ’984. 6 Г.Н.Са 
вин, Д.Н.Немши, ПМ, т.4, вып.12, с. 1-17 (1968). 7 К).В.Кириллов, А. А.Постников, 
А.И.Тюленев, в сб.” Исследования пластин и оболочек", Казань. Изд-во КГУ, 1990. 
8 Р.А.Дудников, С.А.Назаров, ДАН, т. 262, с.306-309 (1982). 9 С.О.Саркисян, Акту­
альная проблема механики оболочек. Тр.международ, конфер. посвященной памяти 
засл. деят. науки ТАССР проф. А.В.Сечснкова, Казань: 9-11 сентября 1998г., 
Казанское мат. о-во. Унипресс, с.198-203, 1998. 10 А Л. Гольденвейзер. Теория 
упругих тонких оболочек, М., Наука, 1976. Л.А.Агаловлян, Асимптотическая 
теория анизотропных пластин и оболочек, М., Наука, 1997. 12 С.О.Саркисян, Общая 
двумерная теория магнитоупругости тонких оболочек. Ереван. Изд-во АН Армении, 
1992.

147


