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•I его решения

для одного класса систем рекурсивных уравнении
(Представлено академиком НАН Армении А Б.Нерсесяном 23/ХП 1998)

В работе рассматривается класс систем уравнений Е, использующих пе
ременные монотонных типов любых порядков и монотонные константы поряд
ков < 1, причем константы порядка 1 являются вычислимыми функциями.
Каждое уравнение системы Р €Е имеет вид /7=г, где Р - переменная, г 
- Л-терм и тип терма г согласован с типом переменой Г. Из (Ч следует, 
что всякая система РеЕ имеет наименьшее ре'шение. Главную функцию 
этого решения (функцию, соответствующую первому уравнению системы и 
принадлежащую монотонному типу порядка^) будем считать функцией, Опре
деляемой системой Р . и обозначать рР. Нами вводится понятие правила вы
числения /7, основанного на подстановке правых частей уравнений системы 

вместо некоторых свободных вхождений переменных и последующем редуци
ровании полученного терма. Показано, что для любых Р еЕ и р функция
Д является продолжением функции, соответствующей правилу вычисления 
р. Определяется пять конкретных правил вычисления и доказывается, что 

лишь два из них являются полными, то есть соответствующие им функции 
совпадают с Д.

1. Термы, эквивалентность, редукция, нормальная форма. Зафиксируем 
непустое множество Л/. Введем понятие типа: 1) множество М есть тип; 2) 
любое непустое подмножество типа есть тип; 3) если р,а},.,.,а* (к>0) - 

типы то множество всех отображений из а։х...ха> в Р (обозначим 

| х. „хак —> /?]• ) есть тип; 4) других типов кроме определенных согласно 1- 
3, нет. Каждому типу а сопоставим натуральное число огсра), называемое 
его порядком. Если асМ, то огг7(а) = 0, если же а с [а} х...хак -> р\■, 

где Да։,...,йгд (&>0) - типы, то огсЦа) = тах(ог^(сг|огс!(ак),
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orJ(/?)) + l. Если x - переменная типа а, сеа и ord(a) = п>0, то х - пе
ременная порядка п (ord(x) = n), ас- константа порядка п (ord(c)=n). Бу- « «ь* *■ ш ■ •
дем считать, что для каждого типа а мы имеем счетное множество переменных 
типа а

Введем понятие терма. Каждому терму t сопоставим:
• множество свободных переменных терма / — Phr(/);
• тип терма t - Type(t)\
■ если Var(t)<z{y},...,yn], п>0, у0 =<у^,...,у^ >, где у^еа։,а, -

тип переменной у19 то терму t сопоставим константу Val-(t), i =

Определение терма:
I. Всякая константа с есть терм, Уаг(с) = 0, Val֊o{c)-c9 7>ре(с) = |с|.

2. Всякая переменная х есть терм, Каг(х) = {х|, Уа1՝(х) = у\ если 
1< Л ‘г ’ Д

х = у, (1</<л), Туре(х) = а, где а - тип переменной х.
3. Пусть - термы, к > 0, Р,а^...,ак - типы, такие, что

Туре(т)с{а,х...хак ->/?}, Type(t,)ca։, i = тогда есть

терм и (Г։,...,/*) есть область действия аппликатора г.

Уаг(т((},...у(к)) = Уаг(т)иУаг(1})и.,.иУаг(1к\

Val-y<i (j(t tk)) = Val-ya (r)( Val^ (/,)....... Fa/-, (tk)),

r>pe(r(/|։...,zj)= |Га/<л„ >.;>(r(/1,..,,rt))|_y,0 eType(yt), ։ =

4. Пусть т - терм, х։,...,х, - переменные (Л > 0) и, если то 

х» * 7£)> тогда Лх։...хЛ[т] есть терм и терм г есть область дей

ствия абстрактора Лх։...хЛ.

Уаг(Ах}... хк [т]) = Уаг(т) \ |х,. ,,хА}, 

Ка/й>(Ях,...хДт]) е[Туре(х1)х...хТуре(хк)-> Туре(т)\

и, если Уаг{Лх,...хк[г}) = {...... у,_}, 0^т$п, У^ =<У՞,...^ >, то для

всяких х^ еТуре(х}), ; = 1...... к, Из/7о(/Ьг1„.х,[г])(хо) = Уа1^л(т), где

Ло =< *!%•••>*? >, Туре(Ах\"-хк[т]) определяется так же, как в п.З.

5. Никаких других термов, кроме определенных согласно 1—4, нет.
Пусть I - терм, тогда некоторое вхождение переменной х в терм Г на

зовем связанным, если оно либо принадлежит некоторому абстрактору, либо 
находится в области действия абстрактора, использующего х. Любое другое 
вхождение переменной х в терм ( назовем свободным.
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Пусть Г,,/2 - термы и И<аг(/,)оИаг(Г2) = термы /, и

Г2 назовем эквивалентными (обозначим /, ~12 ), если для любого 
у0=<>’10,...,уп°>, где у® еТуре(у,), | = имеем: Уа!֊^) = Уа!-уа(12).

Через { обозначим терм Г с некоторым фиксированным вхождением 

подтерма Т,, а через /г? - терм, полученный в результате замены данного 

вхождения т, на т2.
Теорема 1 (о замене). Пусть г,, т2 - термы, Г - терм с некото

рым фиксированным вхождением тх, тогда

Доказательство проводится индукцией по глубине фиксированного 
вхождения подтерма .

Пусть / - терм, Уаг(Т) с и (л > 0) - некоторые тер

мы. Одновременную подстановку термов в терм Г вместо некоторых
свободных вхождений переменных у19...,у„ соответственно назовем допусти
мой, если ни одно из рассматриваемых вхождений переменной у, не находит

ся в области действия абстрактора, использующего некоторую свободную пе
ременную терма = 1,...,л.

Пусть ։ - терм, Уаг(Г) с и (п > 0) - некоторые тер

мы. Рассмотрим все свободные вхождения переменных у19...,у„ в терм ։ и
предположим, что одновременная подстановка термов вместо всех
свободных вхождений переменных соответственно является допус

тимой. Тогда терм, полученный в результате такой подстановки, условимся 
обозначать /{г, /у^...,։г1 /уи|.

Терм вида ЛХ|...хДг] назовем а -ре деке ом, а терм
Ях1.,.х'...хДг{х//х|}], где х* - переменная, Туре(х') = Туре^х^ х'<£ 

ё{х։,.......,х4) и х' не свободна в т, - а -сверткой терма Лх,,...,хд[т],

/ = *>о.
Терм вида Яхр.^Дг] (ГР...,О назовем ^-редексом, а терм
/х,,...,^ / хл } - Р -сверткой терма ЛхР..хА[г] (/р., к>0. 

Г » I А
Терм вида У(7։,где / — константа, к>0, назовем 5-редексом, 

если либо а) Туре(/)) = где с - константа, либо Ь)

где г - собственный подтерм терма -Л)- Если /(/,,...,/4) - 5- 
редекс, то 5-сверткой терма Л) назовем константу с в случае а) и 

терм г - в случае Ь).
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Введем понятие редукции

< Т|,г2 >Т\ —£-редекс, г; -£-свертка терма г։

Будем говорить, что терм 1' получен посредством 
ции из терма ( (обозначим /—>в/'), если существуют 

что / есть /Г) , Г есть /Гз и < г,,г2 >€£,£

одношаговой £-редук- 
такие термы г, и г2,

Будем говорить, что терм 1՛ получен посредством редукции из терма ։ 
(обозначим ։ —>—> /'), если либо Г совпадает с /', либо существует последо
вательность одношаговых редукций /—\/։—.. —>Сп ։ , где /, - терм,

£, / = 0,...,и, п>0.
Теорема 2 (о редукции). Пусть {,։' - термы, тогда

Доказательство использует теорему 1.
Будем говорить, что терм I находится в нормальной 

содержит Р и £֊редексов.
|зорме, если / не31

Теорема 3 (о нормальной форме). Для всякого терма ։ существу
ет терм т, находящийся в нормальной форме такой, что I —>—> т.

Доказательство основано на том, что типовое Я-исчисление явля
ется сильно нормализуемой теорией (2).

2. Системы уравнений, главная функция наименьшего решения, пра
вила вычисления, полнота. Рассмотрим систему уравнений Р:

(1)

где Е1 - переменная и, если ։ # у, то Т1 — терм, Гуре(г, )с:

с Туре(Е,), Уаг(т,) с 1,у = 1,...,и, п>\. Отображение

• Туре()х.. .х Туре{Рп) Туре( ) х.. .х Туре( Еп) такое, что (#) = 

=< Г<а/^(г1),...,Ка/-(тл) >, где # € Туре(Е՝)х. ..хТуре(Еп), назовем отобра

жением, соответствующим системе уравнений (1); через условимся 

обозначать /-ую компоненту вектора £, / = 1,...,и. Будем говорить, что 

/ еТуре(Е})х...хТуре(Е11) есть решение системы (I). если = /. Лег- 

ко заметить, что не всякая система уравнений вида (1) имеет решение. Нас 
будут интересовать так называемые монотонные системы уравнений вида (1), 
для которых решение существует всегда.

Пусть А,В ~ частично упорядоченные множества и /,£ - некоторые 
отображения из Л в В, тогда /■<£, если для любого а е А, /(я)-^(а)
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(-< - символ частичного порядка); f - монотонное отображение, если для 
любых а,ЬеА таких, что а<Ь, имеем f(a)^ f(b).

Пусть Л/ - частично упорядоченное множество, содержащее наимень
ший элемент JL, и каждый элемент из М сравним только с 1 ис самим со
бой. Введем понятие монотонного типа: 1) множество М есть монотонный 
тип; 2) если Да1։...,ад (к > 0) - монотонные типы, то множество всех мо

нотонных отображений из а}х...хак в 0 (обозначим [сг, х...хак -> 0\) есть 

монотонный тип; 3) других монотонных типов, кроме определенных согласно 
1-2, нет. Константы и переменные монотонных типов условимся называть мо-
нотонными; термы, использующие только монотонные константы и перемен
ные,- монотонными термами; системы уравнений (1), использующие только
монотонные константы и переменные, - монотонными системами уравнений. 
В (։) показано, что всякая монотонная система уравнений имеет наименьшее 
решение (теорема 2). Определим интересующее нас подмножество монотон
ных систем уравнений Е. Монотонная система уравнений Р вида (1) при
надлежит к классу Е , если всякая константа порядка 1, используемая систе-
мой Р , является вычислимой Г1Гфункцией, система Р не использует констант,
порядок которых >1, и Туре(р\} = Мк -> М для некоторого £>1. Уравне- 

в «
ние Р{ = Г| назовем главным уравнением системы Р , а функцию

где / - наименьшее решение системы Р , главной функцией наименьшего

решения системы Р. *
Лемма 1 (о главной функции наименьшего решения). Для любой сис

темы уравнений Р , имеющей вид (I), и где Туре(Е^ =

= Мк имеем:

fp{m) = sup|(^(n))!(m)|/ < й>|,

где Q - наименьший элемент множества Type(Ft)*...xType(Fn'), T°(D) =

= Q,T-1(Q) = 4'p(T;(n)), i < (Oy (О - ординал, соответствующий нату

ральному ряду.
Доказательство следует из работы ($) (лемма 2).
Введем понятие правила вычисления р. Пусть система уравнений 

РеЕ имеет вид (1). Правило вычисления р по каждому терму t тако

му, что Var(f) с определяет, какие именно свободные вхож

дения переменных F|,...,Frt следует одновременно заменить на термы 
Т|,...,гл соответственно. Результат такой замены условимся обозначать 
p(t). Естественно, что подстановка предполагается допустимой. Опреде-
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лим вычислительную последовательность соответствующую

системе Р еЕ , правилу р и т е Мк , где Туре(Г}) = Мк

есть терм Рх (т);

находящийся в нормальной форме, такой, чтоесть терм,

Корректность данного определения следует из теоремы 3. Опреде
лим функцию , соответствующую системе Р и правилу р: если для 

всех ? > 1 «М, то = 1; если для некоторого /0 > 1 еМ, то
/₽(«)=. ՛ ֊ «ш *3

Г
Теорема 4 (о функции, соответствующей правилу вычисления). 

Для всяких системы уравнений РеХ и правила вычисления р имеем:

р р’

Доказательство использует теорему 2 и лемму 1.
Правило вычисления р назовем полным, если для всякой системы 

уравнений Р еЕ имеем: //= /р- Перед тем как определить конкрет

ные правила вычисления, введем два понятия.
Свободное вхождение переменной Р в терм I назовем внутрен

ним, если оно не входит в аппликатор т, область действия которого со
держит свободное вхождение (в терм / ) некоторой переменной.

Свободное вхождение переменной Г в терм / назовем внешним, 
если оно не входит в область действия аппликатора г, содержащего 
свободное вхождение (в терм Г) некоторой переменной.

Определим пять правил вычисления.
1. Правило самой левой внутренней замены: заменяется самое левое 

внутреннее свободное вхождение переменной.
2. Правило параллельной внутренней замены: заменяются одновре

менно все внутренние свободные вхождения переменных.
3. Правило самой левой (внешней) замены: заменяется самое левое 

[внешнее) свободное вхождение переменной.
4. Правило параллельной внешней замены: заменяются одновремен

но все внешние свободные вхождения переменных.• •
5, Правило полной замены: заменяются одновременно все свободные 

вхождения переменных.
Теорема 5 (о правилах вычисления).
Правила 1, 2, 3 не являются полными.
Правила 4, 5 — полные.
Правило 3 является полным для систем уравнений, использующих 

только естественно расширенные функции (константы порядка 1).
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Г 4

Заметим, что функция ք շ Мк —> Л/ (к > 1) называется естествен-
но расширенной, если = 1.

Ереванский государственный университет

Ա. Ա. ՆԻԳԻՅԱՆ, Լ է. ԹՈՒԴԱՂՅմՆ

Փոքրագայն լուծման գլխավոր ֆունկցիայի հաշվարկման կանոններ ոեկուրսիվ 
հավասարումների համակարգերի մի դասի համար

Աշխատանքում դիտարկվում է այնպիսի հավասարումների համակարգերի Լ 
դաս, որոնք օգտագործում են ցանկացած կարգի մոնոտոն տիպի փոփոխականներ 
և < 1 կարգի մոնոտոն հաստատուններ, ընդ որում առաջին կարգի հաստատուննե
րը հաշվարկեփ ֆունկցիաներ են: Բ շճ համակարգի ամեն մի հավասարում ունի 
Բ - ր տեսք, որտեղ Բ -ը փոփոխական է, ր -ն ֊տերմԼեր տերմի տիպը համա
ձայնեցված է ք փոփոխականի տիպի հետ: Հայտնի է, որ ցանկացած Բ շճ հա
մակարգ ունի փոքրագայն լուծում: Այդ լուծման գլխավոր ֆունկցիան (ֆունկցիան, 
որը համապատասխանում է համակարգի աոաջին հավասարմանը և որի կարգը 
հավասար է 1-ի) կհամարենք Բ համակարգով որոշվող ֆունկցիա և նշանակենք 
այն ք ֊ով: Սեր կողմից ներմուծվում է բ հաշվարկման կանոնի հասկացություն, 

որը հիմնված է տերմի փոփոխականների որոշ ագատ մուտքերը Բ համակարգի 
հավասարումների աջ մասերով փոխարինման և ստացված տերմի հետագա պար
զեցման (ռեդուկցիայի) վրա: Ցույց է տրվել, որ ցանկացած ԲշՀ համակարգի և 
ր հաշվարկման կանոնի համար ք -ն հանդիսանում է թ հաշվարկման կանոնին 

համապատասխանող ֆունկցիայի շարունակություն: Սահմանվում է հինգ հաշ
վարկման կանոններ և ապացուցվում է, որ դրանցից միայն երկուսն են լրիվ 
այսինքն 'դրանց համապատասխանող ֆունկցիան համընկնում է քր -ի հետ:
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