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В данной работе построен вариант модели твердого деформируемого тела 
с внутренней энергией, зависящей от скорости деформирования. Такую зави­
симость следует считать вполне естественной как следствие перехода от мик­
роконтинуума к макроконтинууму (1).

1 Для однородного тела постулируем удельную внутреннюю энергию в ви­
де

= (1.1)

где £՝ - обратная дисторсия, определяющая тензор деформаций Альманси, а 

у' - тензор градиентов скоростей, определяющий тензор скоростей деформа­

ций Эйлера Введем также дисторсию, х^, обратную £} .

Теперь сформулируем вариационный принцип 
'1 П

Я = [л<Гх4г +1 ргаМ՝хс/г + <5И, = 0, (1.2)

'О 'О НО
(у2А(г< , у , у; , <р,, 5) = р1 — -V }+</), (у ֊ и\ - у к и'). (1.3)

Истинное движение тела определяется как стационарная точка функцио­
нала / на множестве функций и'(х,1) и Будем считать перемеще­

ния заданными во временных пределах интегралов
Из принципа (12) получаем уравнение импульса
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(1.6)

Как видно из (1.5), тензор напряжения содержит как материальную про­
изводную тензора 7'/ , так и вращательные производные "яуманновской" се­

рии (2). Тензор напряжений разбиваем
Л

на две части

(1.7)

(1.8)

Теперь вычислим вариацию И7 из вариационного принципа. Введение ла­
гранжевых множителей позволяет ограничиться преобразованиями теории уп­
ругости После несложных, но громоздких преобразований получим

<5^ =[ &”<*<*, (1.9)
3 3 } т к

КО 
где (уа) - вектор единичной нормали к границе объема К(/). Как видно, за­

висимость внутренней энергии, хотя и повышает порядок дифференциального
уравнения импульса, однако не приводит к дополнительным естественным 
граничным условиям. Объясняется это тем, что наибольшие порядки произ­
водных по отдельным переменным не меняются.

Из вариационного принципа можно вывести и уравнение энергии. Однако
здесь проще получить его путем вычисления мощности сил напряжений, откуда и
следует уравнение притока тепла (первое начало термодинамики) в виде 

аи 1 „ „ <1( , аА
Л р Л Л\ ՛ Л*) (1.10)

Из уравнений (1.4) и (1.10) легко выводится уравнение энергии

(1.11)
— Е + -^-(Л‘ = 0,
а аг ‘ л

(1.12)

Для замыкания системы следует добавить уравнение теплопроводности 
Вместе с этим необходимо проверить выполняемость уравнения энтропии 
(второе начало термодинамики). Учитывая простоту лагранжевого описания 
для твердых тел, вышевыведенные соотношения и уравнения переформулиру­
ем в лагранжевых переменных и затем проверим непротиворечивость полу­
ченной переопределенной системы.

2 . С помощью преобразований перехода к лагранжевым переменным оп­
ределяем новые тензоры следующими формулами:
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А

(2.1)

Соотношения (2.1) показывают, что тензоры £" и ГТ относятся друг к

другу как тензоры напряжений Лагранжа и Эйлера в теории упругости, а из­
менения тензоров К° и связаны соотношением, установленным Хил..ом 

для зависимости между теми же тензорами Лагранжа и Эйлера (3)
Если переписать уравнения импульса и притока тепла в пагранжевых пе­

ременных и добавить законы теплопроводности (скажем, закон Фурье) и эн­
тропии, то получим следующую переопределенную систему:

Легко проверить, что эта система непротиворечива в той же мере, что и 
переопределенные системы термоупругости (4).

3 После установления общих уравнений и соотношений приступим к по­
строению конкретной модели.

С этой целью примем несколько упрощенных предположений. Рассмот­
рим тело изотропным, а деформации - малыми. Будем считать, что внутрен­
няя энергия зависит от скорости деформирования только в процессе активно­
го нагружения (о разгрузке будет сказано ниже). Постулируем внутреннюю
энергию в следующем виде

(3.1)
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где У, - первый инвариант тензора малых деформаций - второй ин­

вариант девиатора е„. Обратим внимание на то, что в отличие от известных 

моделей вязкоупругих или вязкопластических тел, в которых фигурирует ин­
тенсивность скоростей деформаций, здесь имеем дело со скоростью интенсив­
ностей деформаций. Пользуясь внутренней энергией, представленной в виде
(3 1), для напряжений получим

(3.2)

Из (3 2) следует параллельность девиаторов напряжений и деформаций 
при любом законе активного напряжения.

Для дальнейшей конкретизации модели примем следующее определение 
внутренней энергии: /

РоЧЛ >«,.<) = /(Л ) + #(е/ )[> + <Р(е, )]• (3.3)

Тогда для напряжений получим

Ч = К(ЛЧА + 2<?(< )П+ «’(<)֊ )]е,, - «(е, )О"(е,’Ч / е,,

Для функции которую будем считать невогнутой, примем следую­

щие асимптотические оценки:

Х(РО + к,е* , е*/йг»1,

Учитывая свойства функции #>(£,) и допущение малости деформаций, можно 

пренебречь последним слагаемым в определении напряжений. Тогда получим
= К(е,)У, + 2в(е, )(1 + / а)]е. , (3.6)

^(х) = р(х)֊^'(х), у/(0) = 0, х>0. (3.7)

Из соотношений (3.6) следует

сг = ЗКУ։ , (сг = сги ), ст, = 26[ 1 + ^(е* / а)]е, . (3.8)

Свойства функций (р(е,) и / а) схематично показаны на рис.1 и 2.

Рис.1 Рис.2
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Анализ вышеприведенных соотношений показывает, что при очень малых и 
очень больших скоростях деформирования напряжения и деформации связаны 
соотношениями упругости. Если в первом случае можно говорить о существова­
нии нижнего порога чувствительности, известного в различных моделях вязко­
пластичности ($), то во втором случае можно говорить о существовании единой 
динамической модели, известной при высокоинтенсивных нагружениях ($). 
Отметим также, что при любом нагружении с постоянной скоростью изменения 
интенсивности деформаций материал ведет себя как упругое тело с "приобре­
тенными" динамическими характеристиками.

Поведение материала при разгрузке не является логическим продолжением 
его поведения в процессе нагружения. Как правило, оба процесса не описы­
ваются единой моделью. Здесь в основном исходят из данных опыта над 
конкретными телами. Для материалов, чувствительных к скорости деформирова­
ния, эти данные указывают на весьма сложный характер поведения при разгруз­
ках, и поэтому приходится в некоторой степени идеализировать этот процесс. 
Если при полном снятии напряжений остаточные деформации не наблюдаются 
или столь малы, что ими можно пренебречь, то наиболее простым будет 
предположение об упругом восстановлении ненапряженного состояния. В 
нашем случае такое предположение особенно легко осуществить, поскольку 
процесс активного нагружения завершается на "упругом" напряженно-деформи­
рованном состоянии.

Для материалов, которые при квазистатическом нагружении имеют Гуков­
ское поведение, имеем

= 3^/,<?, + 2//„[ 1 + 4>(е, /а)]е„, (3.9)

где Ко и - известные упругие постоянные Для интенсивности напряже­

ний согласно (3.9) получим
а, = 2//Д] + ,/« /ауе, • (3-Ю)

Для конкретных материалов вид функции у/ и постоянную а следует 

определять из данных экспериментов. Закон (3 10) позволяет сделать это, 
пользуясь данными опыта на простые нагружения, например, при одноосном 
растяжении или кручении круговых цилиндрических стержней

Одномерная модель (3.13) предложена и исследована в работе (6). Путем 
сравнения с известными экспериментальными данными показано, что она с 
достаточно высокой точностью описывает динамическое поведение ряда поли­
мерных материалов.

4. В заключение заметим, что предложенную здесь модель деформируемо­
го тела, предусмотренную для описания процесса нагружения в пределах, ког­
да при квазистатическом испытании не достигается предел текучести, можно 
использовать для оценки этого предела, в зависимости от скорости деформа­
ции при динамическом испытании. В пользу высказанного можно привести
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следующую известную формулу для определения динамического предела теку­
чести при одномерных испытаниях (7):

(4.1)

где ст0 - статический предел текучести, а О и п - константы материала. 

Соотношение (4.1) позволяет применить одномерную модель (3.13) вплоть до 
достижения предела текучести. Следующие соображения позволяют думать о 
том, что эту же модель при желании можно продолжить в области пластич­
ности. Здесь достаточно вспомнить модели Мальверна - Соколовского и с 
обобщениями Пэжины и др. Интересно, что в этом случае вхождение в опре­
деляющие соотношения октаэдрических касательного напряжения и сдвига 
выглядит вполне естественно.

Ереванский государственный университет

IT. 1Г. ՄԻՆԱՍՅԱՆ

Պինդ մարմնի մոդելը, երբ նրա ներքին էնրգիան կախված է 
դեֆորմացիաների արագությունից

Աշխատանքում կառուցված է պինդ մարմնի մոդել, որի ներքին էներգիան ակտիվ 
բեռնավորման պրոցեսում կախված է դեֆորմացիաների արագությունից : Հիմնականում 
հավ աս արու մներ ր ստացվել են վարիացիոն սկզբունքից : Ցույց է տրվել, որ գերորոշված 
համակարգը համատեղելի է և չի հակասում ջերմադինամիկայի սկզբունքներին: Շար-
Ժման ոչ գծային հավաս արումներր ներկայա ցված են և' էյլերյան և' լագրանժյան կո~
որ զինատներ ով: ^ննակրված է մոդելի կոնկրետ օրինակ: Ցույց է տրված, որ այդ մոդելով 
հնարավոր է բացատրել իրական պինդ դեֆորմացվող մարմինների այնպիսի աոանձ֊ 
նահատկությաններ, որոնք չեն բացատրվում Հայտնի մոդելներով: Դրանց թվին են պատ­
կանում դեֆորմացիաների արագութլան նկատմամբ դինամիկական ստորին շեմի գոյու­
թյուն ր և մեծ արագությունների դեպքում միացյալ դինամիկական կորի առկայու թոլնը:
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