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Несимметричная контактная задача для упругой ортотропной 
полуплоскости, ослабленной вертикальными соосными 

конечным и полубесконечным разрезами
(Представлено академиком НАН Армении Б.Л Абрамяном 9/IV 1998)

В работе рассматривается плоская контактная задача для упругой орто
тропной полуплоскости (z > 0; |х| < оо ), ослабленной вертикальными соос

ными конечным (0<г<а) и внутренним полубесконечным (/> <7 <оо) разре
зами, когда на полуплоскости (г = 0) действует жесткий штамп 
(~аг<х<ах) с основанием произвольной гладкой формы, расположенный 

несимметрично относительно оси разрезов. Предполагается, что трение меж
ду штампом и полуплоскостью отсутствует. На горизонтальной границе вне 
штампа и на кромках разреза действует нормальное давление.

Решение задачи представлено как сумма решений смешанных задач для 
двух квадрантов, разделенных осью разреза (i = l- для правого квадранта, 
1=2 — для левого квадранта). Задача решается методом Фурье в перемеще
ниях. Решение представлено в виде сумм интегралов Фурье:

t/ ’ (х, z) = — J aU ՛' (а,z) cosaxda + — J ри’(Д x) cospzdp\
Cji 0 C*.. °

, _ _ J (1)
{/’"(x.z) = —— JaW' ’(a,z)sinaxda + ——f(3W՝ \fl,x)sm/kdp՛,
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։ определяются из следующего биквадратного уравнения:

Здесь С,,, С13, С33, С44 - модули упругости ортотропного материала.

Неизвестные функции интегрирования (а); В0а)уСк (0); йк (0) опре

деляются, используя граничные условия и условия полного контакта квадран
тов:

£Л(1)(х,0) = /,(*); 0<х<а։; (Л<2’(х,0) = /2(х); -а2 <х<0;

сг'։)(х,0) = /3(х); я, <х<оо; </.2) (х,0) =/4 (х); -оо<х<֊а2;

г^(х,0) = 0; 0<х<а1; г2’(х,0) = 0; -аг <х<0;

т‘=;)(х,0) = /5(х); а, <х<оо; г(^(х,0) = /6(х); -оо<х<-а2;

<7(г1)(0,г) = /7(г); 0<г<а; сг<։2)(0,г) = /7(г); 0<г <а\

г<2)(0,г) = 0; 0<г<а; г(,1'(0,д) = 0; 0<?<а;
(4)

сг(։։)(0,г) = сг(х2)(0,г); г‘2’(0,^) = ^’(0,г); а<г<Ь\ 

(/^(0,2) = £/^’(0,г); £/!։)(0^) = £/!2’(0,г); а<2<Ь;

а(У(0,2) = 0; /?<д<оо; ст’ ’(0,г) = 0; ^<г<оо; 

г^(0,г) = 0; Ь<г<со-Ч т<2’(0,г) = 0; 6<2<со.

Пользуясь основными соотношениями теории упругости (1) и из (1), (2). 
можно все компоненты упругого поля выразить через неизвестные функции 
интегрирования. Удовлетворяя условиям (4), получены:

Л/а) = оуЛ,(а) + ^՝Р5(а); 5Да) = а;51(а) + ^^(а); (5)

I Ьзк [Ск (/7) - йк (0)] = 0; I Ь1к [С, (0) + (/?)] = -Ф(/?); (6)
л»։ л»1

Ф(Д) =
у сх [Л,(сх) -ь 7?, (от)] 
! 02+а21՝ с!а +

7Г0
(7)
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(8)

где

{а Л1 (а) 51п ах^а =---- — /, (х) —- (х); 0 £ х <, а,
0 С1 с\
}а\(а)։т<и</а = £р'‘Срр)е‘‘‘ар-֊[/, (х) + %" (х)]; а, <х<«>

[о *■։ С3 о Су

}аВ1(а)5шал</а =---- —/,(-х)- —Т*(х); О^х <,аг
О С| С|
со * 2 I) ® -—X 1
|а В\а)$лпах(1а = |/?2£\ (/?)<? '* <10----- (/Л՜*) + %”(х)]; а2 < х < а>
о *-։ Су о С3

•и

10' С՝ (0) cos0zd0 = /7 (г); 0 < г < а 
о

]’0С* (0) с,о$0гс10 = Ф։ (г); а < з < Ь 
о

|0гС" (0) cos0zd0 = 0; Ь < г < оо 
о
] 02 О'(0՝)sin0zd0 = Ф2(г)\ 0<г<а 
о

) 00՝ (0) sin0zd0 = Ф3 (з); а < г < Ь 
О

/ /3 О9 (Д) $1п/32с1/3 = 0; £ < г < оо 
о

(9)

(10)

(И)

С-(/?)=Ь5ЛС։(/?);
4»!

(12)
о-(Д) = хь1„ок(Д) + Ф-^у,

А = 1
Ф,(7)и Ф*(/Г) выражены через А, (а); В} (а) и известными функциями.

Подобные “парные ’ (8,9) и "тройные” (10,11) интегральные уравнения 
рассматривались в работах (2՜7).

Используя результаты работ (2՜4), из (8) и (9) получим (8).

(а) = — Н [(р, (г) ֊ (г)] (аг)4г + | г[(р. (г) +
7Г о □]

+^Г (г)К (от)^г + У гЕ{ (r)JQ(ar)dr I; 

*1 J

аЯ։(а) = -] i[(Pշ(r)-(p',6(r)]J()(ar)dr+a^r[(p4(r) +
71 [^0 а2

+<Р 6* (НРо (<^)dr+՞j гГ2 (г) Уо (аг Иг к 
аг

(13)

где введены следующие обозначения:

2 Ь «> ( Аг
РАг)=^ — \Р2Ск(Р)К0 с!р-

*=։ Су о \ ։к J

(14)
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] р2
О

(15)
Су

/Дг) - функция Бесселя первого рода с действительным аргументом, 
А\, (д) - функция Макдонольда;

ЧД 4х/; 4х’*; (р‘\ (р** выражаются через известные функции.

Следуя (5՜7), в (10) и (11) С'(/?): £)'(/?) ищем соответственно в виде

С’(Р) = -^±С^гт(Ьр)-, 
р ««I

Р П=0

(16)

(17)

В этом случае, соответственно в (10) и (11), третье уравнение приводится 
в тождество, а первое и второе - в систему уравнений “парных” рядов (8):

УС соя! 2/иагсзт — 
«=» Ь

2 2

'п

У зш 2/иагсзш- = Ф2(:)^Ь 
п-0 Ь

2 ^2 .

(19)
оо £2

зш (2и + 1)агсзт — = Ф3(д);

Используя результаты работ (5՜7) и обозначая, соответственно, в (18) и

(19) г = /)8Ш — и 2 = соб—, после некоторых преобразований получим (8)

(20)

О
Г, (>)Р„ (со։ /) 51п к!։. (21)

Здесь

(22)
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Ф, 6сО5 —

о \Zcosr - СОБГ

6 ЛсОБ —

/ "\ZcOS Г ֊ СО5/

С7 бсоБ— = 5” - Ь{ Ф, бсоБ— зт! — к/г;

ос и л

РДсоб^) и Р։(соб/) - полиномы Лежандра.

Подставляя (20) в формулу (25) и решая относительно 5*

(23)

(24)

(25)

, можно наити
его значение.

Имея в виду (12, 15-17, 20, 21), исключая Ск(р) и из (13), (14), 

для определения Л։*(У) и В*(К) получена система интегральных уравнений 

типа Фредгольма второго рода:

Л|,(У) = П|(У) + ]К.(Г.а)А;(а)аа л-]Кг(Уча)В^а)аа\ 
о о

В,-(Г) = Й։(У) + У К,(¥,а)А;(а)<1а + ]х4(У,а)В;(а)Ва, 
о о

(26)

где

а;(а) = аА,(а); В,'(а) = аВ{(а). (27)

Из-за объемности П,(У) и А, (У,а), их выражения в настоящей статье

не представляются. Систему (26) можно решить методом последовательных 
приближений, при условии, что для ядер системы интегральных уравнений 
выполняются оценки:

/ А, (У, а)с1а + ] К2 (У, а)аа < 1; 
о о
]хз(У,а)аа + ] А4(У,а)Жг<1, 
о о

а функции £2](К) ограничены сверху и стремятся к нулю, когда У—>оо .

После этого, решая систему (26), методом последовательных 
приближений определяются ЯДУ) и В‘(У). По формулам (5-7, 12, 15-17), 

(20-25) последовательно можно определить все искомые функции.

Далее, используя основные соотношения теории упругости (*), можно 
определить все компоненты упругого поля в любой точке полуплоскости.

А
Институт механики НАН Армении
Ереванский архитектурно-строительный институт
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Վ. Ս. ՏՈՆՈՅԱՆ, Ս. Ա. ՄԵԼՔՈհՄՅԱՆ, Ա. Ժհ ԳՐԻԳՈՐՅԱՆ

Ուղղահայաց համառանցք վերջավոր և կիսաանվերջ ճեղքերով թուլացվող 
օրթոտրոպ առաձգական կիսահարթության համար ոշ համաչափ 

կոնտակտային խնդիր
Աշխատանքում դիտարկված է ուղղահայաց համառանցք վերջավոր և ներքին կիսա՜ 

անվերք ճեղքերով թուլացված օրթոտրոպ կիսահարթության համար հարթ կոնտակտային 
խնդիր, երբ կիսահարթու թյան եզրի վրա կիրառված է ճեղքերի աո անցքի նկատմամբ ոշ 
համաՀափ դասավորված կամայական հիմքով կոշտ դրոշմ: Հորիզոնական եզրի խա 
դրոշմից դուրս և ճեղքերի ափերին ազդում են նորմալ ճնշում: Ենթադրվում է, որ շփումր 
դրոշմի և կիսահարթության միջև բացակայում է: Խնդիրը լուծված է տեղափոխումներով

Ւն տեգր մ ան անհայտ ֆունկցիաների որոշումը սկզքում բերվել է ՂույԳ եռակի
ինտեգրալ հավասա,րումների, իսկ Հետագայում Ֆրեդհոլմի տիպի երկրորդ սեոի րւեգու-
Աար հավասարումների համակարգի քուծմանը:
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