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Задача концентрации напряжений при конечных деформациях
(Представлено 28/Х1 1997)

Рассматривается задача концентрации напряжений в условиях плоской де
формации на угловой точке клиновидного тела при конечных деформациях. 
Принимается, что материал несжимаемый и упрочняется по степенному закону

о՜о = »

где £0 и сг0 - интенсивности деформации и обобщенных напряжений, к и т - 

механические параметры материала, определяемые из эксперимента. До деформа
ции приведем цилиндрическую систему координат гЗ: начало помещаем на 
вершине клина г = 0 и 0<3<а, где а угол раствора этого клина. Считаем, 
что окрестность рассматриваемой точки свободна от воздействий внешних сил.

Из трехмерных дифференциальных уравнений равновесия в криволинейных 
координатах, приведенных в 0). переходя к случаю плоской деформации, в
цилиндрических координатах получаем:

(1)

(2)
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Здесь ст’ обобщенные напряжения, выражаемые через истинные напряжения 

бгу следующим образом:

Зависимости компонентов деформации через перемещения в условиях 
плоской деформации имеют следующую форму:

Условие несжимаемости материала сводится к уравнению

(4)
Соотношения между компонентами обобщенных напряжений и деформа

ций принимаем согласно деформационной теории Генки
~5',а՛ =2ке"՝՝е,1, (5)

причем $ символ Кронекера.

Перемещения ищем в виде
и = гЛ^(0,2), р = г;/(#>Л), (6)

где 2 искомый параметр, а у/ и / неизвестные функции полярного угла О 

и параметра 2 .
Деформации согласно (3) и (6) будут

^=гд’։(2^ + гд-'^),

+ + (7)

где
22 1г

+/2), = ֊ (/' + Ч>)2 + {V՛ ֊/)2 ,^=Л(^' + #')-(8)

Далее будем рассматривать случай Л <1. Тогда из (7) находим

(9)

причем А1։ = ^22 = 1. а //,2 = 1 / 2 .

Из (4) следует уравнение

(«/(//'+#')2֊(р2 +/2)[(/' + И2 -(^'-/)2] = 0. (10)

Согласно (5) и (9) получаем
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а, = а, + Но-1""*(Рг - Е„\Х.

<7,; = ^^-"”^/,
(11)

где

ге (12)

Вводя обозначения
' (В)

и используя представления (6), соотношения (И), из (2) находим
и-1 Г

згв=лп+кг + +

=(^՛ ~ ЛТ+ Лкг'-'у/ЕгзХ-

Подставляя эти выражения в уравнения (1), получаем

Л1//

где

(14)
■~гЯ, =0,У

я, =Л(иЯг<>/' + [Л(иЯ4+(Я + и)(^'-/)Я,<+2Яц^(Я, ֊Л,)]/, 

я2 = МЪх՛ + №՛, + (Л + О(/’ + <х)Е,в + 2Л1/(ЕГ - Я„)]/.

После исключения &Г / & из (14) приходим к уравнению

^(ПГ) + *и + Ог-'ПЯг9/ = 0,
дз (16)

где С1-(р2 + /2 + Ц/'/ ~/՛¥ ■ Интегрируя и учитывая условие отсутствия

нагрузки на крае 0 = 0, из (16) получаем,

причем - новая неизвестная функция

й? = -(Я + и){ РгвО.^О.
о

Далее, исключая дГ! дО из системы (14), находим 

(17)

(18)

где
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я = (/' + ^"+(/-^')/"-2(^'г + /’2) + 

+(Л - 1)(у/2 + /2) + (Л-3)(у/--/</').

Подставляя (17) в уравнение (18), запишем уравнение

+ —[Я + Л(и֊1)й] = 0.
X

(19)

(20)

Вычислением находим

֊ = -(1 ֊ т)(аг; + + сЕ;в),.
X

(21)

где

Подставляя выражения (8), (19) и (21) в (20) и вводя обозначения 

^'=5, /' = г 

приходим к уравнению
Л,5' + В,г' + С, =0,

где

А} = Л2О2[у/ + (1 - + /г)(/ -$)] + —(г + у/),
X

в\ =А2О2[/-(1-/л)/)(^ + /г)(^+ г)] + — (/֊ г), 
X

С, = + соц,

? = {[Л-3 + Л(и-1)]((р-г֊д/)-2(т2 + з՝2) + Ли(/2 + ^2)}2-։

X
£> = и(Л2 -1Хг2 +/։) + (Л-иХг2 + ?)-2г(рт-г/)-

-Л(1 ֊ т)[(аЛ2 +6)((да + /г)2 + Лс(рз + /г)(5; + г2)],

Л, = МзV + /г), Л> =֊֊[(((/ +г)2 +(5-/)2].

Далее, дифференцируя (10) и учитывая обозначения (22). получим

А^’ + Вгт' + С 2 =0,

(22)

(23)

(24)
где

А2 =у/(^ + /г) + (/2 +/2, В2 = /(ча-¥/г)-ч/2 -/2,

С2 =(ул + /г)[52 + г2 -(г+ у/)2 +($-/)2]-(уг2 +/2)(-։ + г).՛

Из системы уравнений (23), (24) при условии А2В2 — А2В1 ^0 приходим к 

следующим дифференциальным уравнениям:
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, ВХС2 ֊ В2СХ , АхСг - А2СХ
з =——-----—, т' =------—------—(25)

ЛХВ2 - А2ВХ А2В2-А2ВХ

правые части которых содержат пять неизвестных функций т,й).

Дифференцируя (17), находим 
(О' = ~Л(Л + и)(^у + /т)О/. (26)

Уравнение (10) перепишется в виде

+ /г)2 ֊ (^2 4֊/2)[(т + у/)г - (5 ֊ /)2] = 0. . (27)

В окрестности краевой точки на гранях <9 = 0 и 0-а отсутствуют нагрузки, 
тогда

€У = 0; («/$ + /? = 0 при 0 = 0; 0 = а, (28)

кроме того из (17) имеем также условие

Н^ + /г)О/б/0 = О. (29)

Таким образом, в окрестности угловой точки г = 0 мы пришли к системе
однородных дифференциальных уравнений (22), (25), (26) и соотношению
(27) относительно неизвестных функций г,при однородных гранич

ных условиях (28) и интегральным условиям (29). Численное решение этой 
задачи в принципе определяет Л в зависимости от а и т.

Для исследования прочности соединения составного клина система разре
шающих уравнений и граничных условий сформулируется аналогично с до
бавлением условия сопряжения на контактной поверхности.

При малых деформациях задача исследования напряженного состояния в 
угловых точках клиновидных упрочняющихся тел приведена в (2).

Институт механики НАН Армении

Հայաստանի ԳԷ1Ա ակադեմիկոս 1Г. Ա. ՉԱԴԶՅԱՆ

Լարումների կենտրոնացման խնդիրը վերջավոր դեֆորմացիաների ժամանակ

Հարթ դեֆորմացիաների պայմաններում ուսումնասիրվում է լարումների կենտրոնա
ցումների խնդիրր սեպաձև մարմնի անկյունային կետում վերջավոր ւլհֆորմացիաների 
դեպքում: Ընդունվում է, որ նյութը անսեղմելի է և ենթարկվում է ամրապնդման աստի
ճանային օրենքին : Ենթադրվում է, որ քննարկվող կետի շրջակայքր աղատ է արտաքին 
ուժերի ազդեցությունից է Վերջին հաշվով հետազոտությունը հանդում է 4 սովորական 
աոաջին կարգի դիֆերենցիալ հավասարումներից կազմված համակարգի համար սե
փական արժեքների խնդրի ուսումնասիրմանը համապատասխան համասեռ, եզրային 
պայմաններով:
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