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1. Введение. Задача определения управления и устойчивости для систем 
с распределенными параметрами, описываемых параболическим дифферен­
циальным уравнением, привлекает большое внимание. В работах (13) устанав­
ливается критерий устойчивости для различных моделей управления с обрат­
ной связью и используется теория Ляпунова, а также принцип максимума для 
параболических уравнений. Кроме того, в работах (4՜6) применяется теория 
Ляпунова в задачах теплопроводности и в проблемах однородных ядерных 
реакторов. В работах (7՛8) в задачах ядерного реактора применялся метод 
сравнения функций.

В этой статье метод сравнения функций применяется к общему классу 
систем управления с распределенными параметрами. Достаточные условия 
асимптотической устойчивости выводятся для двух общих законов ограничен­
ных управлений с обратной связью. Рассмотренные ограничивающие функции 
сравнения представляют собой верхнюю и нижнюю границы траекторий 
точного решения, и устойчивость подразумевается как в норме £2, так и в 
абсолютной норме (9՛10) и в случае, когда оценивающий интеграл берется во 
времени. Иными словами, с помощью функций сравнения определяется и 
время реакции системы. Таким образом, цель настоящей статьи двоякая: во- 
первых, ввести метод сравнения функции как средство решения задачи управ­
ления с распределенными параметрами; во-вторых, установить достаточные 
условия для асимптотической устойчивости при интегральных замкнутых 
ограниченных управлениях с обратной связью Основные результаты иллюст­
рируются конкретным примером.

2. Основные обозначения и определения. Пусть есть ограниченная 
открытая область /«-мерного пространства / и Г - ее граница. Через х обоз- 
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намается точка, принадлежащая области 2|=0иГ, и считается, что 

(х, ,х2 ,...,хт) являются ее координатами. Предполагается, что (*) есть {т + 
1)-мерная область пространства С¥», где х и 0</ < Т Через Мобозна­
чаются внутренние точки этого гиперцилиндра и через <2Т - множество 
точек (х,Г), для которых х eQ Пусть есть оставшаяся часть границы 

области Q. Тогда Q-Qշ^Q^>■> Qշ = Ми Qт, где М представляет собой 
произведение пространств: М = (Зг\(0<(<Т).

Предполагается, что рассматриваемый класс систем с распределенными 
параметрами описывается дифференциальным уравнением в частных произ­
водных

^^=£Ч'(х,Г) + 1/(х,Г,‘Р)> (1)
а

а граничные и начальные условия имеют вид

Ч^(х,г) = 0, хе Г, г>0, Т(х,0) = %(х), хе^, (2)

где Ь есть оператор вида
•э2 о

£= I а„(х) + Е6,(х)—- + с(х), (3)
/=1,7=1 <%бХу /=1

а закон замкнутого управления определяется уравнением
/

С/(х,Г,'Р)=| 7?[х,г,Чу(х,Г); х',-г,кР(х',Г)]^гй!^'. (4)

О х'

Интеграл во времени указывает на то, что закон управления может иметь 
память, интеграл по области дает возможность производить выборку всех 
точек в области, и общая форма ядра позволяет быть нелинейным относитель­
но всех своих аргументов и даже неразложимых, если это необходимо. Единс­
твенным условием, накладываемым на закон управления, является то, что он 
ограничен и что

и(х,։,и) = О(и) при и—>0. (5)

Предполагается также, что уравнения системы определяют ее отклонения 
от состояния равновесия, под которым подразумевается нулевое состояние

В качестве примера системы (1)-(5) можно отметить распределение 
нейтронов в однородном ядерном реакторе с линейной обратной связью по 
температуре (4). Для этого случая

I
и(х,1,^) = Т(х,Г)|]*£(•*»*; х,,т)Ч/(х',г)<Д'б/г,

0 х'

где С(х,/,х',т) есть функция Грина для линейного уравнения теплопроводности.
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В качестве другого примера можно привести распределение температуры 
в частице пористого катализатора при необратимой химической реакции 
первого порядка С). Если число Ловица в этом случае равно единице, то
закон управления представляется в виде

= ДР(х,г)ехр
1 + Д1֊Ч>(х,/)]/’

где Д/ и/? - константы реакции.

Используя компактную форму записи уравнений системы, те.

можно сделать ряд следующих определений.
Определение 1. Величина Ч'(х) есть состояние равновесия систе­

мы (1)-(5), если она удовлетворяет уравнению:
1ш1Щх,Г,Ч>,Т.,Тх^) = 0.

Определение 2 Пусть и(х, О есть решение рассматриваемой задачи. 
Тогда Ч'(х) будет устойчивым состоянием равновесия, когда для заданного 
£ > О (произвольного и конечного) существует г/>0 (произвольное и конеч­

что если тах м(х,0) - Т(х) < г), то справедливо неравенствоное) такое,

Определение 3. Если Ч'(х) есть устойчивое состояние равновесия

и если помимо условии определения 2 выполняется условие
Птм(х,/)֊Т(х)=0, хе£? то У(х) называется асимптотически устойчи­

вым состоянием равновесия системы.
Определение 4. Закон управления считается ограниченным, если 

существует положительная постоянная R (конечная) такая, что 
и(хЗ,и) < R, х е()2, для и(х,1)< Г], те. когда и ограничено.

Определение 5. Закон управления считается положительно опреде­
ленным, если И+(х,։,и)> 0, х е()2, для ы(х,г)*0 и и^(хЗ,и) = 0 для 
»(х,Г) = 0 • Этот тип закона управления отмечается нижним индексом "+ ".

3. Положительно определенное замкнутое управление. Ниже рассматри­
ваются некоторые результаты, которые получаются для положительно опреде­
ленных законов замкнутого управления и которые используются для получе­
ния критерия устойчивости в случае произвольно изменяющихся законов 
управления (11։12). Пусть система с распределенными параметрами и положи­
тельно определенным законом замкнутого управления описывается уравне­
нием Ч7, -1/ + (х,/,Т,р|»ру) = 0, где р, и р1։ есть первая и вторая частные
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соответственно.

Если функция I/ + непрерывна относительно своих аргументов и непре-

рывны производные <зи для всех I, а квадратичная форма

(для действительных является положительно опре­

деленной, то справедливо предложение 1.
Предложение 1. Пусть м(х,/) и у(х,7) есть непрерывные функции 

в области а частные производные м, ,мх ,иХХ/, V, ,УХ , гх ж являются 

функциями в области 2-,. Более того, пусть для области справедливо 

неравенство
V, )<и, -и^х,1,и,их ,ихж )

где функция (7+ обладает всеми выше перечисленными свойствами. Тогда, 

если у(х,1) < и(х,1) в области Q, то у(х,/) < и(х,1) в области 2 .

Доказательство предложения 1 для случая алгебраических нелинейностей 
в законе замкнутого управления, приведенное в работе (|3), может непосредс- 
твенно использоваться для доказательства случая нелинейного положительно 
определенного замкнутого управления, зависящего от предыстории функции 
состояния (интеграл по времени типа интеграла Вольтерра в уравнении (4)), 
а также для интеграла Фредгольма по области в управлении (4). Следует 
отметить, что это доказательство не применимо в случае произвольно изме­
няющегося закона управления, описываемого уравнением (4).

Теперь воспользуемся предложением 1 для доказательства теоремы 
устойчивости нулевого состояния равновесия системы (1)-(5) в случае ограни­
ченного положительно определенного замкнутого управления

Теорема 1 . Пусть система с распределенными параметрами, описы­
ваемая уравнениями (1)-(5), имеет ограниченный положительно определенный 
закон замкнутого управления и существует число г] такое, что для начального 
условия справедливо неравенство:

тах %(х) < т/. (6)

В этом случае существует положительная постоянная В+ (в смысле опре­
деления 3) такая, что достаточное условие асимптотической устойчивости (в 
смысле определения 4) нулевого состояния равновесия определяется выраже­
нием

тахс(х) < - R* ,

где есть наименьшее собственное значение оператора Лапласа в области (3

(7)
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Доказательство этой теоремы приводится в приложении.
Замечание 1. Величина постоянной , которая ограничивает закон

управления, легко определяется из уравнения (П.1.6), поскольку 
«(х,/) > Т(х,/) > - м(х,/) Достаточное условие асимптотической устойчивос­

ти нулевого состояния равновесия может использоваться для решения ряда 
задач Для заданного с(х)< //0 можно найти положительно определенное 
управление, ограниченное постоянной и обеспечивающее асимптотичес­

кую устойчивость системы. С другой стороны, оно может применяться для 
определения границы с(х) при произвольном ограниченном положительно 
определенном управлении, зависящей от функции состояния (уравнение (7)). 
Кроме того, поскольку постоянная зависит от начального условия, то 

последнее можно рассматривать как свободный параметр и с помощью доста­
точного условия определить устойчивость системы при различных начальных 
условиях. В данном случае отсутствует ограничение, что с(х) обязательно 
является отрицательным, т.е коэффициент с(х), выбранный в соответствии с
критерием устойчивости, может быть и положительным. Кроме того, в данном Я
случае отсутствует также ограничение и на скорость изменения функции 
и + (х,/,Ч/) за исключением того, что она сама ограничена. Когда система 
является неуправляемой, т.е. когда ^/+(х,/,'Р) = О, асимптотическая устойчи­

вость гарантируется, если

тахс(х) < (8)

Поскольку является числом, зависящим от величины начального 

условия, то уравнение (8) определяет условие абсолютной устойчивости в 
следующем смысле. Для произвольных начальных условий система (1)-(5) при 
отсутствии управления является асимптотически устойчивой относительно 
своего нулевого состояния равновесия, если выполняется условие (8) При 
введении положительного управления начальные условия ограничиваются 
величиной с(х), определяемой уравнением (7). Выбирая в качестве нижней 
ограничивающей функции функцию -«(х,/), можно допустить также и отри­

цательные начальные условия. Это необходимо, когда уравнения системы опи­
сывают ее отклонения от нетривиального состояния равновесия.

Наконец, ограничивающие функции «(х,/) и г(х,/) представляют собой 

верхнюю и нижнюю границы траекторий точного решения. Следовательно, 
это означает устойчивость как в смысле нормы £2, так и в абсолютном 

смысле. С помощью функций и и V также можно определить и время реакции 
системы.

4. Ограниченные законы управления. Рассматриваются законы управле­
ния, которые не являются положительно определенными.
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Предложение 2 . Пусть м(х,/) и у(х,/) есть непрерывные функции 

в области @ с непрерывными частными производными и1,их>ихх , 

у/,ух ,ухх в области . Более того, пусть в области Q2

V, -С/(х,/,у,ух . ,у )<и, + (•*’ Их, » ^х(х ) ։ (9)

где функция и имеет ограниченный закон управления (7(х,/,у) и функция 
1/+ - ограниченный положительно определенный закон управления
£7+(х,/,ц) . Предполагается также, что в области Q■)

(10)

для произвольных $(х,/). Тогда, если у(х,/) < и(х,/) на границе то 

у(х,Г) < и(х,Г) в области О,.

Доказательство предложения 2 аналогично доказательству предложения 
1, если в уравнениях для у(х,Г) функция и заменена на функцию £/+ . Более 

того, эти предложения для положительно определенного замкнутого управле­
ния становятся тождественными, если в уравнении (10) справедлив знак 
равенства. Доказательство предложения 2 также приводится в приложении.

Замечание 2. Предложение 2 допускает равенство на границе облас­
ти <2^ в начальном условии и в уравнении (9), если на функции 1} и 11+ 

наложено дополнительное ограничение. Однако это ограничение не может 
удовлетворяться теми законами управления общего вида, которые рассматри­
ваются в настоящей статье. Кроме того, предложение 2 доказывается для 
алгебраических нелинейностей в законе управления и его можно применить к 
замкнутому управлению интегрального типа только в том случае, если огра­
ниченный закон управления и+ является положительным.

Замечание 3. Теперь можно показать необходимость требования 
положительности на верхней ограничивающей функции для интегрального 
замкнутого управления. Пусть 11+ и II определяются отрицательными зако­

нами управления вида

Я, (х;х')м(х',г)б£г' и С/(х,/,у) = - .)Я2(х;х'Мх',т)с!х', 
х'

где и Л2 ֊ положительные функции и R՝ (х;х') < /?2 (х;х'). Поскольку 

- /?։(х;х') > -/?2(х;х'), то условие (11) выполняется и в точке Р

и+(Р9и)֊и(Р,у) = |{/?2(х;х')у(х',Г)- Р}(х;х')и(х',7)]<Ь'. (11)

Если Д2 = /?։ , то разность II+ - (/ является отрицательной, так как для 

всех хе@ и ։ = / , и(х,/ )> г(х,/) . Этот случай рассматривается в предло­
жении 1 и приводит к нарушению условий предложения 2. Если /?2 > R՝ (как 
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в предложении I), то уравнение (11) становится неопределенным и теорема 
опровергается. Для алгебраических нелинейностей в предложении 2 
и(Р,и) - и(Р,у) = 0 , поскольку закон управления выбирает только одну 

точку Р , где и(Р) = у(Р). Для алгебраических нелинейностей в предложе­

нии 2 верхний ограничивающий закон также является положительно опреде­
ленным Этот факт справедлив и в случае, если интеграл берется по времени 
Таким образом, для интегрального замкнутого управления верхний ограничи­
вающий закон всегда является положительно определенным. Теперь можно 
сформулировать следствие, которое вытекает из предложения 2 и потребуется 
при анализе произвольно изменяющихся законов управления.

Следствие. Предполагается, что выполняются условия непрерывнос­
ти всех функций, о которых отмечалось выше. Определим отрицательно опре­
деленный закон замкнутого управления в виде

£/_(х,М) = ֊С/+(*,М). (12)

Пусть в области (Л

V, ֊и(х,։,ч,ч,. )><у, (13)

где 1} содержит функцию (7(х,/,у) и (7_ - функцию и_(х,/,бу),
Можно рассмотреть также частный случай, когда <у(х,Г) -м(х,Г), где 

функция и(х,1) обладает теми же свойствами, как и функция у(х,0 в 

вышеприведенном предложении 2. Кроме того, предполагается, что 
(7(х,/,у) > С/_(х,/, и). Тогда, если у(х,/) > -и(х,/) на границе Q3, то 

у(х,?) > -«(х,/) в области

Замечание 4. Это следствие необходимо для получения нижней 
границы. Объединяя предложение 2 и следствие, получим

и, - Ьи- и> V, - Ьу -и(х,1,у)> -и, + Ьи + и + (х,/,м) (14)

в области Q2 и и(х,1)>у(х։Г)>-и(х,/) в области (), когда 
С\.(х,Г,$) > и(х,1,з) >֊иДх,1,з) . Это означает, что функция ы(х,Г) всегда 

является положительной. Доказательство следствия также приводится в 
приложении.

Замечание 5. Полученный результат может обобщаться, если поло­
жить, что <у(х,/) есть произвольная отрицательная функция, удовлетворяю­
щая условиям предложения 2 и (7(х,/,$) (произвольный отрицательно опре­

деленный закон управления) не противоречит предложению 2, поскольку 
выполняется условие (14).

Теорема 2. Пусть рассматривается система с распределенными пара­
метрами, описываемая уравнениями (1)-(5) и имеющая ограниченное замкну­
тое управление. В этом случае если существует число т] такое, что началь-
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ное условие Ч^Сх) удовлетворяет неравенству II ахТ0(х) <7/. то сущест­

вует положительная постоянная R такая, что достаточное условие асимптоти­
ческой устойчивости (в смысле определения (10)) нулевого состояния равно- 
весия определяется выражением тахс(х) < - R, где есть наименьшее

хе£?

собственное значение оператора Лапласа в области Q
Доказательство теоремы 2 также приводится в приложении.
Замечание 6. Оценка R в законе управления получается из уравне­

ния (П.З.5.). Практическое применение критериев устойчивости такое же, как 
в теореме 1. В этом случае, однако, должен получиться положительно опреде­
ленный управляющий закон, границы которого произвольны, прежде чем он 
вступит в силу Оценка R одна и та же в обоих случаях.

Пример. В качестве примера рассматривается однородный ядерный
реактор (плоская задача) с коэффициентом усиления, линейно изменяющимся 
с температурой. Если потеря тепла в каждой точке реактора пропорциональна 
температуре и коэффициент обратной связи р0 положительный, то плоскость

нейтронов удовлетворяет уравнению

^(*,0

с начальным и граничным условиями
Ч/(х,0) = т;со5(ях), х €[-1,1], Ч/(х,Г) = 0, х = ±1.

В этом случае закон управления имеет вид
1

^(х,т)ехр[-^(Г - г)]^г,
о

где р есть коэффициент местной теплопередачи.

Поскольку функция и + (х,/,4х) есть положительно определенный огра­

ниченный закон управления, то в силу теоремы 1 достаточным условием 
асимптотической устойчивости нулевого состояния является неравенство

(15)

где R֊ коэффициент определяется из выражения 7?+ = тах (/+(х,Г,м), а
*4-1.1),гао

есть наименьшее собственное значение оператора а /. у . Для рассмат- 
/ ах

риваемого случая

м(х,/) = А СОБ 2 ֊ к) х^ехр(-£Т),

где А> т; и £ - малая положительная постоянная.
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Численное значение коэффициента 7?+ можно получить путем подстанов­
ки функции м(х,/) в уравнение и и соответствующего интегрирова­

ния. После выполнения указанных операций имеем
Р А2

R, = —-—тах{ехр(-£Г)[ехр(-£Г) ֊ ехр(-Д)]}.

Р(А2
Для малых £ можно получить 7?, «—— 

связи меняется в пространстве, то управление

Рели коэффициент обратной

(/(х,/,^) описывается выра-

жением 7?(х,/,Ч/) =------ (/+(х,/,1?), которое дает ограниченное замкнутое
Ро

управление, если ограничена функция р(х). На основании теоремы 2 выра­

жение (15) является достаточным условием асимптотической устойчивости, 

/X*)если

5. Приложение. Доказательство теоремы 1. Пусть рас­
сматривается сравнивающаяся функция м(х,/) = ЛФ0(х)ехр(-сй), где 
Ф0(х) есть всюду положительная непрерывная собственная функция (еди­
ничной амплитуды) оператора Лапласа Ао, соответствующая наименьшему 

собственному значению — а) в несколько большей (чем ранее принятая 
для рассмотрения область 0 области . Произвольные постоянные А и а 
здесь подлежат определению, а функция Ф0(х) равна нулю на границе этой 

увеличенной области. Можно отметить свойства, которыми обладает в облас­
ти й сравнивающая функция:

и(х,О)=ЛФо(х), хе<2 (П.1.1.)

(П.1.2.)

1ппм(х,Г) = 0, х ей , /—►со
(П.1.3.)

а также подчеркнуть, что при построении этой функции используется 
свойство собственных значений оператора Лапласа (убывание по величине и 
по мере роста размеров области). При этом предполагается, что область Й 
полностью находится внутри области ()а и отсутствуют точки х, одновремен­
но принадлежащие границам Г и Га Поскольку функция Ф0(х) является 
непрерывной и положительной в области (), а начальное условие *Р0(х) 

удовлетворяет неравенству (6), то постоянная А всегда выбирается такой, что 
ЛФ0(х)> Т0(х), хей, (П.1.4)

Следовательно, постоянная А зависит от числа т]. В области
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и, -их(х,։,и,их,иХ1Х) = м(х,г)|/7о -с(х)-2а՝1֊их(х,։,и'),

так как Л0Ф0(х) + ^Фо =0 и £0 - с(х). Но поскольку

тах и(х,/)=Л (П.1.5)
хе2։,Г^0

и и + (х,1,и)) есть положительно определенный ограниченный закон управле­

ния, то из этого следует
тах иЛх^уй) < R. , (П.1.6)

где постоянная 7?^ зависит от числа Г] в силу выражений (П.1.4) и (П.1.5).
Более того, поскольку ^/+(х,Г,м) = <9(м) при и—>0, то 

и, -(7+(х,/,м,их ,ихх )>0, (х,։)е(22,

когда
(П.1.7)

! 2 Iи постоянная а такая, что 0 < а << ^10 -7?+ - тахс(х) (12.

Последнее условие всегда выполняется в силу строгого неравенства

Аналогичным образом рассматривается другая сравнивающая функция
у(х,Г) =-м(х,Г), обладающая свойствами: 1) р(х,0) = -ЛФ0(х), 2)

II

Поскольку неравенство (П.1.7) выполняется и функция ЦДх,/^) являет­

ся положительно определенной, то

Используя теперь приведенные выше свойства сравнивающих функций 
м(х,7) и у(х,/)и принимая во внимание уравнение (2), можно получить 
г/(х,Г)>кР(х,/)>у(х,Г))хеГ, Г>0 . Но в силу этих же свойств сравниваю­
щих функций и уравнения (П.1.4) имеем: м(х,0) > Ч/(х,0)> у(х,0), хе^, 
следовательно, и(х,Г) > Ч^х,/) > у(х,/) на границе . Поскольку уравнения 
(П.1.7) и (П.1.8) справедливы в области (32 и Ч^х,/) есть решение уравне­
ния (1), то на основании предложения 1 получается: м(х,/)> Ч'(х^) > у(х,Г) 

в области 2 . Следовательно, функция 4х в области и на ее границе всегда

ограничена сверху функцией и и снизу функцией V.
Но в силу свойств сравнивающих функций 11т м(х,Г) = Е у(х,/) = 0,

/—►00
и

откуда получается
ЧЧх,/) = 0. (П.1.9)
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Далее, используя уравнения (П.1.4), (П.1.5), (П.1 9) и определения 2 и 3, 
можно заключить, что уравнение (7) представляет собой достаточное условие 
асимптотической устойчивости нулевого состояния равновесия рассматривае­
мой системы.

Доказательство предложения 2. Для доказательства предло­
жения 2 воспользуемся методами от противного. Пусть £ = и - V . Предпола­

гается, что множество точек области () , где £(х,Г)<0, является ненулевым 

(те. у>и). Тогда на основании непрерывности функции՞ £, предложения о 
поведении функции на границе и начального условия можно сделать вывод, 
что существует точка Р = (х,Г) такая, что £(Р) = 0 и g(x,t)>0 для всех 

и всех хе^. По предположениям точка Р должна находиться внутри 
—

области 0^. Кроме того, из определения точки Р следует, что g(x,t)>0 

для хе(). Таким образом, функция g(x,t), если ее рассматривать как 
функцию т переменных (х։,...,хт), допускает внутренний минимум в точке 

г***
Р . Следовательно, в точке Р:

(1) первичные частные производные gx =0;
т т

(2) квадратичная форма ЕЕ£Л %х£х ^0;
/=1 у=| ’< ' '

(3) £,(Р)<0.

Переходя далее к функциям и и V, для точки Р имеем:
(а) м(Р) = г(Р), (6) мх (Р) = ух (Р), (в) 1и-1г>0, (г) и, -V, <0.

Поскольку и(х,Р)>у(х,Р) для Г>/>0 и м(х,Г)> у(х,7) для всех х и 

выполняется условие (10), то
Т

и +(Р,и)֊и(Ру)= р/г Р^[Р,и(Р);х\гуи(х'-
0 х’ 

։
֊НЛ[ Р, р(Р);х', г,р(х'г)]Л՛ >0. 

0 х'

Но на основании свойств (а)֊(с) для точки Р можно написать

Ьи(Р) + С/+ (Р, и) ~1л>(Р) +1/( Р, V) > Ьи( Р) - £р(Р) > 0,

так что
1/+ (Р,и,«х ,иХХ1) - и(РууЖ1 ) > 0, (П.2.1)

Используя теперь свойство (г), вместо неравенства (П.2.1) можно полу­
чить выражение:

и, -V, <0<и+(Р,и,их^иХ։Х )-и(Р,иуиХ1,иХ։Х ) или 
■

V, -и(Р,V,vX|,уХ1Х) )>и,- и.(Р,и,иХ1,иХ/Х/),
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которое противоречит условию (9) в точке Р . Поскольку условие (9) должно 
выполняться для всех точек области (*)2, множество точек (х,/), где 
g(x,t)<0, является нулевым, те. функция и(х,1) нигде не может пересечь

ъ(х,0.
Доказательство следствия. Для доказательства следствия 

также воспользуемся методом от противного. Пусть g(x,t) = v(x,t) — й)(х,Р).

Тогда, используя предположения о непрерывности ункций (так же, как и38

при доказательстве теоремы) в предполагаемой точке пересечения Р для 
функции v{x,t) и - м(х,/), получается:

(а) у։ 4֊ <0, (б) Ьи+ £г>0, (в) С/+(х,Г,и) £Щх,/,у),

так что

Аг 4֊ 1л1 + и + (х,Г,м) 4֊ (/(х,Г,м) > 0.

Следовательно, V, - Ау ֊ (7(х,V) <-и, 4-Аи 4֊ (х,/,и) в точке Р.

Поскольку это противоречит условию (14) и, следовательно, уравнению (13), 
то точка Р никогда не получится и у(х,1)>- и(х,։) в области Q2.

Доказательство теоремы 2. Поскольку закон замкнутого управ­
ления ограничен, то существует положительно определенный закон управле­
ния такой, что -(7+(х,/,$) < £7(х,/,$) < (7+(х,Г,.$) . В теореме 1 показывается, 
что на основании выбора сравнивающей функции м(х,/) = ЛФ0(х)ехр(֊сй) 
(в данном случае постоянные А, а и функция Ф0(х) выбираются так же, 

как и в теореме 1) можно написать:
(а) м(х,/)>0, х еГ, / >0,
(б) тах й?(х,0) = А, х е 0,

(в) 1ппм(х,Г) = 0, х е0։ , /—►□о
(г) и, - Ьи- и + (х, Г, м) > 0, х е 02 ,

где (7+(х,/,ц) есть ограниченный положительно определенный закон управ­

ления, если
тахс(х) < -/?+. (П.3 1)

Аналогично, рассматривая сравнивающую функцию бУ(х,/) =-м(х,/), можно 

получить:
(а) й>(х,/)<0, х еГ, I >0,
(б) тшй>(х,0)- А, 

(в) Пт<у(х,0) = 0, х €0

(г) -и/4֊ Ам 4֊ £7Дх,/,м) < 0, х е02,
если снова выполняется условие (П.3.1). Поскольку Ф0(х) есть положительная и 
непрерывная функция в области О и начальное условие Ч'Дх) удовлетворяет
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неравенству (15), то коэффициент А всегда выбирается таким (достаточно
большим), чтобы выполнялись условия -ЛФ0(х)< Ч/0(х)< ЛФ0(х) Следова-
тельно, коэффициент А зависит от Г]. Таким образом, подводя итоги, можно иметь
(1) м(х,0)> 4/(х,0)>ш(х,0),х €0, ,
(2) м(х,г)> Т(х,г)>ш(х,г), х еГ, ։ £0,
(3) и, -£и֊С;(х,/,н)>^| -£^-(/(х,/,^)? «у, -£й?-£7(х,/,д>), х е£?2,
(4) С/Дх,Г,з)£ (/(х,/,з)£ (/_(х,М)
где (х,/, з) =(х,/,з) Используя эти условия, предложение 2 и

следствие, можно получить
м(хД)^ Ч>(х,Г)^й>(х,Г) (П.3.2)

в области Q . Следовательно, функция Ч^х,/) в области и на границе всегда
ограничена сверху функцией м(х,Г) и снизу функцией й>(х,/) Поскольку

1ппи(х,/) = 1Լ
Г-нс

<у(х,0 = 0,

то
Ч-(х,г)|в0 (ПЗЗ)

Так как
тах

то можно получить
(П.3.4)

Используя уравнения (15), (П.3.3), (П.3.4) и определения (2), имеем 
<Р(х) = 0, которое является асимптотически устойчивым состоянием равнове­

сия, если тахС(х)<//о ֊/?+ . Коэффициент /?+ определяется выражением 
*02»

тах /?Дх,/,ы) , (П.3.5)

так что есть граница для управления {/(х,Г,'Р) При этом коэффи­
циент /?, и, следовательно, R зависят от числа г) в силу условия (П.3.2).

Это завершает доказательство теоремы 2

Высшее военное многопрофильное командное училище МО РА

Վ Կ ԲՐՈհՏՅԱՆ. (Լ Ռ ԲԱԴԱԼՅԱՆ

Մ՜ասնակի ածանցյալներով պարաբոլիկ հավասարումով նկարագրվող 
կառավարելի համակարգի ասիմպաոտիկ կայունությունը

վարման և կայունության որոշման խնդիրն ընդհանուր դասի հե-Գիտարկվում է կառա
տադարձ կապով ընդգծված ոչ գծային համակարգի համար, որը նկարագրվում է մասնա­
կի ածանցյալներով պարաբոլիկ դիֆերենցիալ հավասարումով: Որոշվում են կայունութ­
յան հայտանիշներ, օգտագործելով Լյապունովի կայունության տեսությունը և պարաբո­
լիկ դիֆերենցիալ հավասարումներով նկարագրվող կառավարելի համակարգերում մաք՜ 
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սիմումի սկպտւն^ը! Ափատան^ում նախ դիտարկվում է ֆունկցիաների համեմատական 
մեթոդը որպես տարածական պարամետրերով և հետադարձ կապով կառավարելի 
համակարգերի խնդրի լուծման միջոց, իսկ այնուհետև, ուսումնասիրվում է հետադարձ 
կապով կառավարման ժամանակ ասիմպտոտիկ կայունության բավարար պայմանները: 
Հիմնական արդյունքները մեկնաբանվում են կոնկրետ օրինակի օգնությամբ: Մասնավո­
րապես, ջերմահաղորդման խնդրում կիրառվում են կայունության բավարար պայմաննե­
րը միջուկային միասեռ ռեակտորների համար:
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