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Несимметричная контактная задача для ортотропной 
полуплоскости с вертикальным конечным разрезом 

(Представлено академиком НАН Армении Б Л Абрамяном 23/IX 1997)

Рассматривается плоская несимметричная контактная задача для упругой 
ортотропной полуплоскости (£>()). разрезанной вдоль вертикальной оси 
(х=0), начиная от горизонтальной границы, на конечную длину а. На участке 
(-а,,^) горизонтальной границы (2=0) полуплоскости приложен жесткий 

штамп с основанием произвольной гладкой формы, расположенный несиммет
рично относительно оси разреза. Предполагается, что трение между штампом 
и полуплоскостью отсутствует На границе полуплоскости вне штампа и на 
кромках разреза действует произвольное нормальное давление На вертикаль
ной оси вне разреза заданы условия полного контакта (рисунок). Аналогичная 
задача для упругой изотропной полуплоскости рассмотрена в работе (*)

Решение зада< и представлено как сумма решений смешанных задач для 
двух квадрантов, оазделенных осью разреза (/=1 для правого квадранта, /=- 
для левого квадранта) Задача решается методом Фурье в перемещениях 
Решение представлено в виде сумм интегралов Фурье:
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и1П(га)в——<п(а;г)со4<юакх —]ри 1П(Д;л)со»Д&/0;
* С,։ о Сц о

(/<0(х;г) = ( ■֊ -/аИГ(0(сг;г)»։паий» ДН' (0;х)мп/&Л0. 
Си О Си О

где

|«7<“<сг.з)1 2 И/в)] к/<0(Дж)| £Д.^) [са(Д)1^^.
1^,2’«г.г)| /-• |(/? |в/а)Р ՛ |с7,2՝(Дх)| »-• /? 1*Л<Д>Г

^'“(ог.г)
Й^Чог.г)

„ К(0>к‘Л?.
|г2‘(Д;х)| 2 4 №&}

£а.|г> + 1-о. 
Г44 ‘

д։(г)=р^-+||^: д2(г>) = 1--52-г?: (3)
) сп

I определяется из следующего биквадратного уравнения;

*13՜ ( 2 С13

С44 СП СП
Здесь Г||.С‘։3»Сзз и - модули упругости ортотропного материала.

Неизвестные функции интегрирования А;(а). В^а\С\ (Д) и О1(р)

определяются с использованием граничных условий и условий полного контак

та квадрантов

1/։“’(*;0) = /։(х) 

а'"(х;0) = /|(х) 

г‘^(х;0) = 0 

г<"(х;0) = /5(х) 

а(,։‘((Х:) = /,(г) 
г(”(О;г) = О

()< х £ а, 
в, <х <«> 

0<х£а( 

а, <х<«> 

О < г < а 
О<г<0

и“’(х;0)*/,(х)

<т(,։,(х;0) = /,(х) 

г‘“(х;0) = 0

г'”(х;0( = Д(х) 

а'/Ча. г) = /,(:) 

г"‘(0;г)-0

а'."(0-,г) = а’.’Чо-.г); г"’(О:г) = г'^'(а.г);
1/1"(0;г)=4/1։|(0:г); 1/’"(0;г) = ։/”’(0։г);

-а, £х<0 Ж
— °° < х < —

-а2 < х < О

— оо < х < -а2

0< г <а

О < г < а

а < г < <»

а £ г < оо

(4)

где /,(х) и /2(х) - непрерывные функции, а /3(х)- /6(х) и /7(х) - 

функции, для которых существует интегральное преобразование Фурье В 
условиях (4) величины а( и а2 - неизвестные, они подлежат определению в 

ходе решения задачи После решения задачи в полученных соотношениях 
устраняются особенности напряжений и вводятся уравнения, определяющие 
глубину разреза и зону контакта.
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Пользуясь основными соотношениями теории упругости (2) и из (1.2). 

можно ясс компоненты упругого поля выразить через неизвестные функции 
интегрирования Удовлетворяя условиям (4). получены следующие интеграль
ные соотношения и системы 'парных" интегральных уравнений

Л/а)-ауА,(а)е^ф,(а); «,<а)-а,8։։а)е</ г.(а>; <5>

£Ьи|С։(0)-О։<01|-О; (6)
»-։ *-|

֊ 2з -.а*\АЛа)+Вла)Г л
—т:——(7) 

о а1!՝*?

• «П < £

/аА|(а)«1паи/а«—— Да)--^;^); ()<х$а,
о *1 <*1

1
» 1Ь ш I <Х|
1а-’Л|(аИ1псш/а« 1-И֊/0’са(Дк '• </0---- (/э(ж)’ЦГГ<<>1
о сэ о с։

а,<х<-

** Сы Сч/ав,(а)ыпаи/а «——/2(-х)—*-ф*(л); 0<ж$о2
о с, С|
• ։ к «• ——л । (9)
/а’в^аКтаи/а» I—//ЗгО*(|Ье ’* </0-----1/4(-х)+Г,”(г)1

I о *н с5 о сэ

ХЬН 7^С1(Д)соч/ЫД =/7(г); 0<г<а
*•1 О

՛ £/>ч/^С1|Д)сояД’^=<71 ХД,(Г )оДаМ|(сп4 в,1сг)|е а Ла ♦ < 10) 
3-1 о М В

^|(г)-62/Дф<Д)стД^/?; 
о

£/>,,У^;О։(/3)мп/Ь/Д = -Ха։.оДа-в1(а>е 
д-1 о >10

0<з<а (II)

Х£>,Л^ (Д)мпД^Д = -֊а«2<- 
,Х-1 о 2 о

Используя результаты работ (35>. решая “парные՜ интегральные уравне
ния (8-11 > методом преобразующего оператора (в). получены следующие соот

ношения
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О f rti
аА, («) = ֊] Лф1(/)֊Ф^(г)]/о(°а)^ “ 

п (о

-Jd<p.,(r) + ^;'(r)Mo(<»^+ jFt(r)J0(a/W/ :
А <*1

О р2
аВЛа) = -{ J|<pjr)֊<jp։’,(t)U0(arWr - 

я [о

-Iг|ф4(г) + ф”(т)и0(ат)^т + /F,(r)J0(ar)c/r ;
О2 а2 J

1 ДС4 (Д) = ֊ J гф 7 (г) Jo (Дг) Jr -G3 J гф8 (г) Jo ( pr)dr -
4 = 1 Я О <։

ОФ
--Gj(p\(r)Jn(fir)dr+— \ F5(r)J0(Pr)dr;

ТС а ТС а

ХЬц Д£\ (Д) = J гф6(г) J։ (pr)dr + J г(р” (г)J, (fir)dr -
4=1 О а

-J F3(r) J, (ftr)dr - J F4(r)J։ (pr)dr;
О a

(12)

(13)

(14)

(15)

где ф,;ф*‘.ф*\ф/.ф*;ф’;$/ выражаются через известные функции:

Д ^24

4=1 сэ

i К °°(/)=Х^-г1Д:С4(Д)К0
*=| С3 о

т/Д2С4(Д)/С0 
О

(16)

F3(r)= Zaiya/Jcr
>i о

^(аг/) -/։(са/)+ — R'lajda 
ТС

ч 2
/и(ш/)-/,(»/) + — {А,(а) + B^a)]da ; (17)

2 00
Fs(r)= LG(>>rJa2K0(<»/)| А,(а) + в,(а) da 

J=1 о

Здесь К>։(г) - функция Макдональда: /¥,(з) - функция Бесселя первого 

рода от мнимого аргумента: /-г(г) - функция Струве от мнимого аргумента; 

Уг(г) ~ функция Бесселя первого рода с действительным аргументом.

Подставляя значения функций бХА,(Сб),бгЛ, (а) по формулам (12), (13) в 

(16), учитывая формулы (6). (14), (15) для определения неизвестных функций 
Г,(/) и Л (Г), получаем систему интегральных уравнений типа Фредгольма

второго рода:
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(у) - , (у) + I Кх (у;։)(/)</г +1 к2(у;т)г (т)г. 
а> а2

(18)
Г2(у) = Я2(у) + I К3(у;Г)Г։(/)Л + / К4(у;т)Г2(г)с/г.

02 ’

Из-за объемности ЯДу) и К,(у,։) их выражения в настоящей статье не 

представляются.
Систему (18) можно решить методом последовательных приближений, при 

условии, что для ядер системы интегральных уравнений выполняются оценки

||К1(уи)|Ж + ||К2(у;т)|</т < I;
*1 <*2

Т|к3(у;г)рг+]|к4(у;т)|</т 
а։ а?

а функции Я, (у) ограничены сверху и стремятся к нулю, когда у —> 

После этого, решая систему (18), определяются Г։(у) и Г,(у). По формулам 

(5)-(7), (12)-(15) и (17) последовательно можно определить все искомые 

функции.
Далее, используя основные соотношения теории упругости (-’). можно 

определить напряжения и перемещения в любой точке полуплоскости
В частности:

нормальные напряжения под штампом определяются по формулам՛ 

а'"(х;0) = { г։ (Л|)֊ф։ (а։ ) + фИ«|)֊

-л||<р3(«|) + <р;’(а1)|} + И/|(х), 0<х<л։;

<71.2)(.г;0) =------- - Х (а2) ֊ ф2(а2) + (р'ь(а2) -
ла2^а$ -х՜

-«2|ф4(а2) + ф"(«2)1) + иих), 0<х<а2;

(19)

нормальные и касательные напряжения вне разреза определяюгея по форм)- 

лам:

<7,(°-.г)= 5—
лауз -а

-С4ф‘8(а) + Г,(а) - а ф7(а) + уСзФ«(«) +^3(г).

тл(0;г) =
!------  фГ(а)-<Ма) +И<»(г),а<

-(Г

(20)

(21)

нормальные перемещения вне штампа определяются по формулам.
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и\'Чх-.О) = -^ 

^44

'[ 1Ф1^)~Ф5<01 (П _г г1ф3(') + фГ(/)1 (И +
0 >1х2 -г 4х2 — I2

+ / ГГ'(,}=с1{—-^\(х), ах<х<°°\

а'\Х՜ ֊I2 С44

Зе, рЯф2(т)-ф^т)]^т р[<р4(т) + <Рб‘(т)1^т 

^•ы 10 11X2 - г2 "» V*2 -Т2

+ / ^Д=Лт|--^;,(х), а2 <х<~;

ал1х2 -Т2 I С44

(22)

перемещения в разрезе определяются по формулам:

и^’(0;г) = —— 1
1-2.2 . л

7 Лфз (О + фГ_(О] + 7 ^1(0
*• ^г2։2 + г “■ ^Г/2 + г

Ж \ + ^,(г).

(23)

4/’2)((Хг) = —— 1А,(/.)«Л I 
ЛСц

Мф2(г)-ф6(т))
(1т -

7Г|ф4(т) + ф"(г)| 7 Г2(т)
°2 ^г2։2 + т2 ^г2/2 + г2

(1т > + р2(г),

Из условия непрерывности нормальных напряжений можно определить 
размер контакта ('):

^1 (а,) - <р} («,) + (р\(ах) ֊ л, 1ф3(а։) + ф“(а։)1 = 0;

Г2 (а2) ֊ <р2 (а2) + (рЦа2) - а21<р4 (а2) + (а2 )| = 0; (24)

-С4фн(а) + ^5(«) -а|ф7(а) + -^63ф(<(«)] = ().

Приравниванием значений коэффициентов интенсивности напряжений 
(20, 21) к критическим значениям (К, = К։ ,Ки = К.) по теории хрупкого 

разрушения (8) получаются выражения, которые определяются распростране

ние трещины:

О < г < «;

о

()<г<а;
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к -1 К'~п -Сл1р'н(а) + ^(а)-а <р,(а) + ^с,<рй(а)
2

Л»(«) + а|ф7(а)֊<р6(а)|.

Ереванский архитектурно-строительный институт

Ս. Ա. ՍՆ1.Ք11Ւ1րՅԱՆ. II <1. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ

Վերջավոր ուղղաձիգ ճեղքով օրթոտրոպ կիսահարթությւսն ոչ համաչափ 
կոնտակտային խնդիրը

Աշխատանքում դիտարկվում է հորիզոնական եղը դուրս եկող վերջավոր երկա
րությամբ ուղղաձիգ ճեղքով առաձգական, օրթոտրոպ կիսահարթու թ/ան ոչ համա
չափ կոնտակտային խնդիրը, երր հորիզոնական եզրի վերդավոր հատված ում ճնշում 
/ առ անցքի նկատմամբ ոչ համաչափ տեղադրված կամայական ողորկ հիմքով կոշտ 
դրոշմը: Են-թադրըվում է, որ դրոշմի և կիսահարթու թյան միջև շփումը րացակա- 
(ու մ կ9 իսկ հորիզոնական եզրում* դրոշմից դուրս, և ճեղքի եզրերում գործում են 
կամայական նորմւպ բորու մներՀ

հնտեգրալ ձևափոխության մեթոդի կիրառությամր ցույց կ տրված նշված 
խնդրի հնարավոր լուծման բերումը Ֆրեդհոլմի տիպի երկրորդ սեռի ինտեգրալ հա
վասարումների համակարգի դիտարկմանը:

Ստացված են դրոշմի տակ և ճեղքից դուրս բորու մների, ինչպես նաև դրոշմից 
դուրս և ճեղքու մ տեղափոխությունների որոշման բանաձևերը: Տրված են կոնտակ
տի չափի որոշման համար և ճեղքի տարածումը բնորոշող անհրաժեշտ հավասա- 
րու մներր:
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