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Численный метод решения сингулярных интегральных 
уравнений второго рода с комплексным коэффициентом

(Представлено академиком НАН Армении Б.Л.Абрамяном 17/VII 1997)

Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение второго рода

{<1х + 7гЛ/( у) = /(у)
-1Х - у

(I)

где А - комплексное число, /(х) - комплекснозначная неизвестная функция.

/ (_у) - заданная комплекснозначная функция, удовлетворяющая условию
Гельдера. \ -айу/

Используя известные результаты Н И Мусхелишвили (>) о поведении
сингулярного интеграла у концов отрезка интегрирования, решение уравнения 
(I) представим в виде

/(х) = (1 -х)а(1 + х)0(р(х) = со(х)(р(х), (2)

где а и /3 определяются из системы

со! ла + А = О 

со! лр - А = О
Иеа. Ке/З > -1 (3)а + р = х* = - О

I

и выбираются соответственно индексу к поставленной задачи, а функция 
ф(х) удовлетворяет условию Гельдера на всем отрезке 1-1.11.

Поскольку весовой функции йЯх) соответствуют многочлены Якоби 

Рп (х) с комплексными параметрами а и Р. а методология построения 

приближенного решения уравнения (I) является обобщением метода дискрет
ных особенностей для сингулярных интегральных уравнений второго рода с 
вещественным коэффициентом, описанного в работе (2). то построим уравне
ние, заданное в комплексной плоскости, которое на отрезке |-1,1| совпадает с 
уравнением (1).
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Таким уравнением будет

}5™2л + ^_(г_|).(г + |)>(г)=/(г),
-I х - z сочла

(zeD), (4)

где й - конечная область комплексной плоскости, охватывающая отрезок 
[-1.11 действительной оси и корни многочленов и (к՜ -

индекс поставленной задачи) ($), а (р (г) и /(г) аналитические продолжения 
соответствующих функций.

Неизвестную функцию ф(г) заменим интерполяционным многочленом 
ф„(г). определяемым формулой

л ф P'ap,(z) ф (Z) = У----п----------—---(ZED), . •5)

где ф, = ф(г<), (Z/}JL| ~ корни многочлена /’n'fif/,|(z)

Подставляя (5) в уравнение (4), получим

1----------------------- =/(z) (zeD). <6>

где

«(z) = + -^-(z- D°(z + 1/ ^'“"’(z) -
-i x - z сочла

(7)
ifi)(x)Pn(e/,)(x) u
J-----------------dx.

-I X - Zj

Известное (•) спектральное соотношение для полиномов Якоби, справед
ливое для всех точек комплексной плоскости, разрезанной вдоль отрезка

-----£_(г_|)«(г+1)»ря<»-Л(г) =
-1 х - z sin ла

= _2<։+д Г (а)Г(л-нД-И) / п + 1 _п_а_р.А_ 
Г(п + а + Д + 1) I 2 /

при параметрах а и /3. удовлетворяющих условиям (3), принимает вид

• (О^Р^Чх) + jr£ (г _ I (г + 0 Д Pia.p> (г) = _ ■֊» (г) (8)
-1 x-z сочла чтла

Используя последнее соотношение, для функции #(’) получим
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K’( ’) =
2кя

sin ла

Если, согласно полученному выражению, уравнение (6) приравнять в 
корнях полинома Якоби Рп'^'՜0’(г), те. положить 2 = £(, Р^"’ /И(£;)=0 

(у = 1,2......п + к) . получим следующую систему алгебраических уравнений

относительно ф,

(j = 1.2......п + к՜), (9)

где

а : 2"Я
sin not P„'(a/,)(z,)

или. учитывая, что P/(fl,/b(z) =

^дг+1
4^

а, =-----------------------
(п + к + I) sin ла

р(-а.-Р) 
гп+к (Z.)
Р^՝-""՝ (Z,)

Рассмотрим различные значения индекса к. Пусть Х‘ = -1 В этом случае 
уравнение (1) не имеет единственного решения, и для его решения необходи
мо задать дополнительное условие, например

= С.
-1

(10)

Необходимость дополнительного условия следует и из самой системы (9), 
поскольку при рассматриваемом значении индекса число уравнений системы 
меньше числа неизвестных. Дискретизируя условие (10) и добавляя к системе 
(9), получим замкнутую систему алгебраических уравнений

I, “'՝р‘ = (./ = 1,2,...,п-1),

(|1)
Л

/=1

Пусть к =0. В этом случае уравнение (1) имеет единственное решение, 
которое определяется из системы

л а ф
х— ; = /(£,) 0=1.2......и). (12)
<֊1(2/-£,)

Пусть теперь /С-1. В этом случае уравнение (1) имеет решение только
при выполнении условия
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}(1-у)а(1 + у) р 
-I

յճԼձ!
|Х — V■г

<ճ + лЛх(у) к/у = О, (13)

а число уравнений системы (9) превосходит число неизвестных, т е система 
переопределена Следуя работам (25). систему (9) запишем в виде

п аю
Ъ + Տ— ‘ = /<£/) 0 = 1.2..... л+1). (14)

где /„ - регуляризирующая неизвестная (5). которая при возрастании п 
стремится к нулю тогда и только тогда, когда выполняется условие (13). и тем 
самым является индикатором его выполнения

Если /(у) является многочленом степени п + 1С. то получаем точное реше
ние, поскольку ф(г) = фл(г) Если функция /'(у) удовлетворяет условию 

Гельдера. то из результатов (б) следует 

где - наилучшее приближение функции /'(у) многочленами степени

п+ к-1.
Рассмотрим теперь уравнение

-1Х-у
(Լհ + лЛ%( у) + 1 К(х, у)/(х)е£х = /(у)

-I
(֊1<У<1),

где К{х, у) удовлетворяет условию Гельдера на квадрате |-1.1|х[-1,1| и анали

тически продолжима в область £). Это уравнение также имеет решения индек
са к=- 1.0,1. и его решение можно получить из соответствующих уравнению 
(1) дискретных уравнений, если под знаком суммы добавить слагаемое

Институт механики ИАН Армении

Ա Վ 11ԱՀԱԿՅԱՆ

Կոմպլեքս գործակցով երկրորդ սեոի սինգուլյար ինտեգրալ հավասարման 
լուծման թվային եղանակ

աշխատանք ոսէ առաջարկվում Հ կոմպլեքս գործակցով երկրորդ սեոի սինգոպ- 
յար ինտեգրալ Հավատւրման /ածման թվային եղանակ: Թվային եղան ակր Հիմնված Լ ֆ- 
անկցիաների մոտարկման րաոակու սային բանաձևերի կիրառման և Յակոբիի բազման
դամների Համար Հայտնի սպեկտրալ առնչության օգտագործման վրա, №ոլմ1 Հ աա/իս 
սինգուլյար ինտեգրալ հավասարման լուծամր բերել որոշակի կետերում անհայտ ֆունկցի
այի արժեքների նկատմամբ հանրահաշվական հավասարՈէ մների վերջավոր համակարգի’
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