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О В настоящей заметке показано, что эквипарзнормальные операторы 
удовлетворяют условиям спектральности (/) и (С) Дагфорда. Доказана 
также теорема о пересечении образов.

I Пусть X банахово пространство, А - (ограниченный) оператор в X. 
МА) и /?(А) - ядро и образ оператора А соответственно, КА) - его 
спектральный радиус и хрА - его спектр.

Определение I. Оператор называется паранормальным, если для 
любого элемента хе X имеет место неравенство

(1)

Пример I. Пусть А гипонормальный оператор, действующий в

гильбертовом пространстве, т е. А’х < |Аг| для произвольного элемента х.

Тогда |Ах| ‘ =(Ах, Ат) =(А'Ах,х)< А‘Ат-|х|< А г • |х|, следовательно.

любой гипонормальный оператор паранормален. Нетрудно заметить, что
2 2

А" х АА'1՜1 Ал+1х А'1-1х|

Обозначим .т„ = А"х . тогда это неравенство примет вид

(2)

Определение 2. Числовая последовательность хя, удовлетворяю­

щая неравенству (2). называется супергеометрической.
Пользуясь методом математической индукции, нетрудно установить 

справедливость следующего неравенства:
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Оно нам понадобится для двух частных случаев:

4* * (3) у”՜1
‘*0

(4)

Предложение 1. Для паранормального оператора его норма и 
спектральный радиус совпадают.

Действительно, в силу неравенства (3)

откуда
I

" = г(А)-||х||.

т.е. <г(Л). Так как противоположное неравенство справедливо для 

произвольного оператора, то И| = Г(Л).

Заметим, что данное предположение является обобщением результата 
Андо (։) и Стампфли (2), доказавших это равенство для гипонормальных 
операторов Напомним некоторые факты из данфордовской теории 
спектральных операторов. Как хороню известно (3), резольвента /?ДА) 

произвольного оператора А является аналитической вектор-функцией на 
резольвентном множестве р(А). Для любого элемента хеХ вектор- 

функция х(А)=/?д(А)х аналитична по меньшей мере на р(А). В некото­

рых случаях она допускает распространение на более обширное, чем р(А), 

множество О։(Д). Очевидно, что на ОХ(Д) функция х(Л) удовлетворяет 

равенству (А-Л/)х(А) = х. , ыпг|

Дифференцируя это равенство и пользуясь принципом математической 
индукции, нетрудно установить также формулу

п!

Определение 3. Будем говорить, что функция х(А) допускает 

однозначное распространение в точке р, если функция х(А)®() есть 

единственное аналитическое в некоторой окрестности р решение уравне­
ния (А-Л/)/(А) = 0. ’ *

Определение 4 Будем говорить, что оператор А удовлетворяет усло­
вию (А) Данфорда, если функция х(А) допускает однозначное распростра­

нение в любой точке. Объединение областей определения О։1>1 всевозмож­

ных распространений обозначим через р(х) и назовем резольвентным
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множеством элемента х, а его дополнение — спектром элемента и обознаим 
через <т( х).

Введем обозначение

(?(4) = {х € X: Нт Апх п

Предложение 2. Для паранормального оператора множество 
(ДА) совпадает с ядром М(А) оператора А.

Включение /У(А)с()(А) очевидно. Если хе()(А),то

п п «• =0.

Это предложение в случае самосопряженного оператора установлено 
Бродским ((4), лемма 7.1).

Предложение 3. Паранормальный оператор А обладает свойством 
однозначного аналитического распространения в точке 0.

Доказательство этого предложения основано на одном результате 
Мбекта ((’), предложение 1.10), согласно которому из замкнутости 
множества 0А) следует однозначность аналитического распространения 

функции х(Л) в точке 0.

Определение 5. Оператор А называется эквипаранормальным. 
если для любого Л оператор А-XI паранормален.

Нетрудно заметить, что любой гипонормальный оператор эквипаранор­
мален.

Предложение 4 Эквипара нормальный оператор удовлетворяет
условию (А) спектральности Данфорда.

Аналогичное предложение для гипонормальных операторов было уста­
новлено Раджабалипуром (6).

Предложение 5. Пусть оператор А эквипаранормален. Тогда

|х(Л)| <------ Н-------- •
<//57(Л,СТ(х))

(6)

где Л/лТ(Л,(Т(х)) есть расстояние от точки Л до множества а(х).

Установим сначала одно важное неравенство. Пусть г произвольный 
элемент из X. Неравенство (4) принимает вид

п «I
(А-Л/)пс < (А-А/Г1

х(л>(Л)
Подставим теперь г = ----------- Тогда

л!
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։

Аналитическая вектор-функция х(А) допускает разложение

х(Д) = 
л=о п!

Радиус сходимости этого ряда, согласно формуле Коти - Лдамара, удовлет­
воряет равенству

Я
lim
л—

*(А)

п!

С другой стороны, R равен расстоянию от точки Л до ближайшей точки 
неаналитичности функции х(А), те. </й/(Л»СУ(х)). Тогда

х(А) < __ NI__
А,ст(х))

Это неравенство установлено также Путнамом (7) для гипонормальных опе­
раторов и точек Л , не принадлежащих спектру. Стампфли (8) доказал его 

для гипонормальных операторов с пустым точечным спектром и точек, 
принадлежащих резольвентному множеству элемента.

Рассмотрим множество Л/(Я) = {х:х е X , (У(х) с Б], где Г <= С . Легко 

видеть, что М(Б) является инвариантным относительно А линейным многооб­
разием. Оно называется спектральным подпространством, порожденным 
множеством Б.

Определение 6. Будем говорить, что оператор А удовлетворяет 
условию (С) спектральности Данфорда, если для любого замкнутого 
множества Б спектральное многообразие М(Б) замкнуто.

Предложение 6. Эквипаранормальный оператор удовлетворяет 
условию (С) спектральности Данфорда.

Пусть {хп} с М(Б) последовательность, сходящаяся к некоторому х, и 
А произвольная точка из дополнения к Я. Очевидно, что 6 = </ш(А. Г) > 0.

Тогда

const
dist(X,a(x))

Согласно теореме Монтеля последовательность функций {хл(А)| является 

нормальным семейством, поэтому существует ее сходящаяся равномерно на 
контактных подмножествах к некоторой аналитической функции /(А) 
подпоследовательность {х„(А)}. Тогда
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(А-А/)/(А) = Нт(А-А/)х (Л)=Итхп =х.

Так как 4 обладает свойством однозначного аналитического распростране­
ния, то /(А) = х(А), чем и завершается доказательство.

Замечание 1. Это предложение доказал также Ли Шао Куан (9) 
(при дополнительном предположении об однозначном аналитическом 
распространении резольвенты оператора А ).

Замечание 2. Раджабалипур (10) показал, что любой гипонормаль- 
ный оператор обладает свойством (С).

Определение 7 Оператор А. действующий в гильбертовом 
пространстве Н, называется доминантным, если для любого Л е С имеет 
место включение А - Л/) а А * - А/).

Отметим, что любой гипонормальный оператор доминантен. Из опреде­
ления доминантного оператора легко следует, что любой собственный эле­
мент оператора А является собственным элементом также оператора А'. 
Таким образом, замкнутая линейная оболочка собственных элементов 
приводит оператор А, а сужение А на это подпространст ;о нормально.

Пусть <5 произвольное подмножество комплексной плоскости. Введем 
обозначение

26(А) = {х:хеПА<б Я(А-А/)}.

Нетрудно заметить, что условие хе/6(А) эквивалентно существованию 
функции /:С\<5—такой, что (А - Л/)/(Л) = х .

Предложение 7. Пусть оператор А эквипаранормален и доминан­
тен, а множество 8 замкнуто. Тогда 2г(А) = М(5).

Доказательство основано на теореме Бэра о категориях, неравенстве (6) 
и нижеследующей серии вспомогательных утверждений. Так как это предло­
жение очевидным образом справедливо для нормальных операторов с чисто 
точечным спектром, то можно предположить, что оператор А имеет пустой 
точечный спектр.

Лемма! Клэнси (11)). Пусть х € (А). Тогда функция ||/( А)| полу­

непрерывна снизу на С\8.
Л е м м а (Стампфли и Вадхва (|2)). Пусть оператор А доминантен, 

множество 8 замкнуто и функция /:С\8 ֊> Н , удовлетворяющая условию 
(А - А/)/(А) = х , ограничена. Тогда / аналитична на С \8
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L a ԳեՎՈՐԳՅԱՆ

Լ՚կվ|ւպարանորմւպ օպերատորների լոկալ սպեկտրալ տեսււէթյունը

Ցույց Հ տրված, որ Բանախի տէսրածությոէ նույ! գործող կկվիպարանորմալ օպերատո­
րի սպեկտրալ ջաոավիղր հավասար Լ նրա նորմին և այղ օպերատորների համար տեղի ու- 
նեն Դանֆորղի սպեկտրա/ու իքյան (ճ) և (0) պայմաններր!

Ապացուցված Լ նաև օպերատորների պատկերների հատման մասին թեորեմր: Ստաց­
ված արղյունրներր ընգհանրացնու մ և ճշգրտում են ավելի վաղ այլոց կողմից ապացու ց- 
ված պնգու մներր:
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