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1. Класс целых функций

О < р<4-00 , - оо </7 <4-00, (I)
‘=0 Г(^ + -) 

р

порядка р и типа 1, где Г(«)— гамма-функция Эйлера, — основа 
целого направления в гармоническом анализер).

Функция Ер(-х,р), в случае 1 , х > 0, вполне монотонна тогда и 

только тогда, когда д>р '(2). В частности, функция Миттаг-Леффлера 
Ер(-х,1) вполне монотонна при (3՛4).

Вполне монотонность функции <р(х) , х е[0,оо) , означает ее беско­
нечную дифференцируемость и выполнение условий

(-1)>(я)(х)>0

для всех х Ճ 0 и целых п > 0.
С точки зрения теории ятностей

функции (р{х) эквивалентна существованр
вполне монотонность 
распределения Е(/),

сосредоточенного на [0,+оо) такого, что

00

р(х) = (5).
О

Поэтому обоснован интерес специалистов по теории вероятностей 
к функциям типа Миттаг-Леффлера.

Естественным обобщением класса функций (1) служит следующий 
класс функций (6-7).
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Пусть р ;> 1 заданное целое число, положительные числа
Ро>Р1’*"’Рр и удовлетворяют условию

и'1՜1 + ... +Н-;1 < р՜՛ + ... +р->։ (2)

а Ао»Я|>*««»Ар и ՝,)»”чур —действительные числа.
Рассмотрим класс функций типа Миттаг-Леффлера

, Г(у.+—)£-- ֊И-- г‘.
*-Г(р0+—)-> Г(А.+—) 

Ро Рп

(3)

Условие (2) обеспечивает сходимость ряда (3).
формулой Стирлинга, чго введеныверить, пользуясь

целые функции порядка и типа
Нетрудно щ

соответстг энно.

Цель настоящей заметки заключается в установлении следующего 
факта.

Теорема. Функция Ер„(-х,ц,у) с ро>1,х£О вполне монотон­
на тогда и только тогда, когда выполнены условия

Ро ^Ро> Рк Ъ >0’ (А* /Р*)’ * = 1.Р- (4)

где

Рассмотрим мероморфную функцию
х>

Г(г+ 0 =
*=)

։1к

1 + (г/А)’

Я

с = Нт(У*Л՜’ - 1пл)— постоянная Эйлера, мероморфную

функцию

/(2) =

которая аналитична в полуплоскости Кез > —т , где

т= ппп(1, уаи'4; \^к <, р) .

е



Лемма. При выполнении условий (4) найдется неубывающая 
функция 0{х)., - оо < х < +оо, такая, что

■НЮ

/(*) = |е г‘д7?(х), Кег>-т.
—со

(5)

Доказательство. Введем функции

Л +//0 -1 + (х/р0) 
к + х

к + К - 1 + (х/р,) 
к + V, - 1 + (х / и*,)

։ = 1, р, х > 0.

Поскольку функции ак1(х) при всех к и вполне монотонны, то вполне 
монотонна также и функция

Л Р
пп аь (х) при всех п > 1. 
4 = 1 /=0

Следовательно, по теореме Бернштейна найдутся неубываьМп ,ие
функции рп(х) такие, что

ПП՞ 41(х) = |е Х'‘с1рп(х) при всех л£1. (6)
^=1 /=0 о

лее того, доопределяя функции рп(х) в (6) на полуоси -оо<х<0
как рп(х) = //„(О), сохраняем равенство (9) с пределами интегрирова 
ния от -оо до +оо.

Для любого Л > 0 и всех х £ О
о

пЛЛ =е1л|пп = Jв՜յ,'^/sgn(м - Л 1пи),
—оо

(7)

причем предел интегрир вания 0 можно заменить на +оо
Таким разом, функции•1Г

п Р
/»(*) = ИЛ|+Х>г ПП^(х) привсехи>1 , 

4=1 ։=0
где

Л1 =2л-Хл+ь л2 =2Х՛ -2Х1 - /«1 /«О /«О /■!
согласно (6) и (7), представимы в виде

♦03

?„(*) = 1е-^(и)^^(и)г:0.
-со

(8)

Здесь функции Дп(и) суть свертки функций пл,рп(и) и
- Я2 1пн).
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Легко заметить, что у„(х)— "усечение" функции у(х) лее того
У /»(-*) ПРИ я->оо равномерно сходится к у(х) на любом компакте, не 
содержащем полюсов функции у(х) .

Следовательно, доказано представление (5) для всех х > 0. Из тео­
ремы Виванти Прингсгейма—Ландау следует утверждение леммы.

Доказательство теоремы. Из леммы вытекают формулы

г, хП , Г(у>+—)
Г(х + 1) pj

Г(яо+—) Па, + —)
Ро Ph

*00

= [е TUdft(u)
-сю

(9)

для всех х> 0 , где функция р(и) та же, что и в (5).

Замена переменной в е։ = г в (9) и последующая замена непре­
рывного X на дискретную п решает следующую проблему моментов 
Стилтьеса:

Пи + 1)

Г(//о+—) 
Ро

*00

= |глб/бм(г) 
о

I

где d(D{ г) > 0, что равносильно вполне монотонности функции

£p(֊x,//,v) .
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Գ. Վ. ՍՆՔԱՅԵԼՅԱՆ. Զ И. ՄԻՔԱՅԵԼՅԱՆ

Սֆտտւսգ֊Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների մի դասի լիովին մոնոտոնությունը

նրոլմ դիտարկվում է Միտտադ—Լեֆլերի տիպի ֆունկցիաների մի դաս, որըԱշվսատա
հ ան դիս անում է Միտտադ՜Լեֆլերի ֆունկցիաների լայն ընդհանրացում: Մոմենտների 
մեթոդի միջոցով ստացված են այդ դասի ֆունկցիաների լիովին մոնոտոնության անհրա­
ժեշտ և բավարար պայմանները՛.
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