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В работе рассматривается плоская контактная задача для упругой 
ортотропной полуплоскости (х > 0) с внутренним вертикальным конеч­
ным разрезом (а < х < Ь) .На конечном участке границы полуплоскости 

приложен жесткий штамп с основанием произвольной гладкой формы, 
симметрично расположенный относительно оси разреза (г =0).

Предполагается, что трение между штампом и полуплоскостью 
отсутствует. Для простоты принимается также, что граница полуплос­
кости вне штампа свободна от касательных внешних напряжений, а в 
разрезе действует только нормальное давление.

Рассматривается плоское деформированное состояние (-со< у <оо), 

и задача решается в перемещениях методом Фурье. Решение представ­
лено в виде суммы интегралов Фурье. Отыскание произвольных 
функций интегрирования в конченом счете сводится к решению систе­
мы из "парных" и "тройных" интегральных уравнений. Эта система, в 
свою очередь, сводится к регулярной бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений.

В частных случаях, когда а—Ю или соответственно получаются 
контактные задачи плоской теории упругости для ортотропной полуп­
лоскости с вертикальными конечным или полубесконечным разрезом.

Так как задача симметрична относительно оси ֊ —0, то можно огра­
ничиться рассмотрением только квадранта (0 < х < оо, 0 < г < со).
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Граничные условия для квадранта имеют вид:

т„(о,?) = 0, 0<г<оо; гм(х,0), 0<х<«х>;

1/։(0,2)-/։(2), 0<2<е; сгх(о,г) = /2(г), с<х<оо;
(7г(х,0) = 0, 0 < х <а; Ь< х <оо; ст2(х,0) - /3(х), а < х <Ь.

Решение задачи ищем в виде сумм интегралов Фурье:

5ш ахсЗа + — |[}и(/3, х) собДД7 
с>’ о

) = — (а,г)з1пйх^а + — - |/?Г/ (Д х)созД^/7

С44 0 С44 о

где

и (а, г) = £ Л, (г, )Л, (а)е’ ; V (р, х) = £ Д, (/. )г;г Вк <

ЙЧа.х) = £ Д,(;, )Л,(а)е-“՛՛; Г(Д х) = £Д,(», )Вки*֊*'’; 

/=1 *«1

(2)

(3)

Здесь А։ (а) и Вк (/?) - неизвестные функции интегрирования,

которые нужно определить из условий (1), а плотности, входящие в (3), 
определяются по формулам:

(4)

Из решения биквадратного уравнения

СЯ ^4 

сп
+ 1 = 0. (5)

где с||։ с13, и с4И — модули упругости материала, определяется .

Используя основные соотношения теории упругости (>) для иссле­
дуемой среды и (2), (3). можно все компоненты тензора напряжений 
выразить через АДа)к Вк(/Г).

Удовлетворяя граничным условиям (1), получаем (2):

Л, («)-<։, Л, (а); 3, (>?) = 6, й, (Д),
ОО
рЗ,(/?)Со5^=С^/,(2) 0<7<с
о "и
“г , 1 1 2

Д(/?)Со5Дб//?=—/2(г)-------'^а2)а1 ^1(а)еа1'' с1а с<г<ао
0 ^12 ^12 уЯ| д
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»
аА}(а)Созахс1а = 0 0<х<а 

« 
о
« 1
[а2 А}(а)Созахс1а =-----/3(х)

тпо 12
со

аЛ)(а)Со8<ххс1а = 0 Ь<х<<х> 
.о

I 2 «О~£М» рг5,(Де՜ 
тч »-> о ‘^/7 а < х <Ь (6)

Здесь

а, - 1; а2 = —; Ь։ = 1; 5? = - ֊'-;а12 ^12
а1/ - ~ + △з(^/)> - △ ։ (ГА )^* “△2(^4)^՞сч сп2”п “^△|(/*^* > ^2к = “△Л£к)^3 +~ ^г(^)>

4»1 ^442”12 =£М*; %
Гй| С44

2
=ХаЪа/>аз^ =-“Д|(^)- — △?(',)> ув1 СЧ С44

ь3*=гс^А1(гр/;3+^-д2(/у).

(?)

Подобные системы из "парных" и "тройных" интегральных уравне­
ний (б) рассматривались в работах (3<4) и др.

Используя результаты (3), из (6) получаем

(Д) = -- [р| (г)/ {Рг)(1г 4 

(8)

11

И,(а) =
_1_ 
2а?

ОО2(2п + 1)Л,Л„,(йа); и=0 (9)
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где

с/r и։|
^։(г) =

2 00
F, (г) = — £ a2jaj р2 А} (а)К} (altr}da\W|2 ;=i о

|Pn(cos#)sin G(?) 
(cos#-cos^)l/2

(Ю|

JT
G((p) = - J^3(Z>sin^ / 2)d(p +

<?

I
w12

V b3ibk fa,p2B.(fl)e֊K'b™'*dp +
—i p о

Cl

(p3(bs\n<pl 2) =-----/3(/>sin^/2); c, = )(-1)Ц;OT12
_ • x n о • a^ = 2arcsin—; /> = 2arcsin —.

b b

Здесь Jv(z) ” функция Бесселя первого рода от действительного аргу­

мента; /lv(s) — функции Макдональда; P„(z) — полином Лежандра.
Имея в виду (8), (9) и (10), исключая В} (/?) и производя замену 

неизвестных
(2и + 1)G„ = ч/2®4„ , (11)

для определения Gn получаем следующую бесконечную систему линей­

ных алгебраических уравнений:
со

Gn = Q„ +У KmnGm , (12)п п тп т 9 \ >ш=1
где введены обозначения:

П, = J Д (COS0 Sin 6de f----- -/W—■ dy; (13|
Jp J(cos^-cos^)

я * M ( \Kmn = f Pn(cos6)sinOdO f---------- (14)Д ' (COS0-COS0>) /2
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Здесь

М(<Р) = ~ 2)с1(р

г<Р\{г)£/зЛ рИг
*•’ V О (Ь1к' 51Л^/2)2 +Г

'Л(т+ 1);- —

где Е(а,@\у\г) — гипергеометрическая функция Гаусса.

Исходя из результатов (3 * * * * В) показано, что система (12) вполне регу­
лярна. Решая (12) методом последовательных приближений, коэффи­
циенты <7„ можно определить с любой точностью. Далее по формулам

(И). (9), (8) и (6) можно определить все неизвестные функции и, следо­
вательно, напряжения и перемещения в любой точке полуплоскости.

В частности, напряжения под штампом и вне разреза определяются 
по формулам:

21з/2^г +
2
л՜ (Ь։к 15ш(р/2)2 +г2Г 2

(15)

М„,(?) = — ■—
Л՜ т\2

(2>и+ 1) 2
'>2а^а,

х 00
р <• (Ьгк' 8Ш^> / 2)2 + г2

</г,

2 2 X с

т
2 X

2
2

а £„,(//) определяется по формуле

2
(2/и-1)!!(2ю-1)!!

22(1-т) 2(|И+1) ■(2т + 1)(2ти- 1)!

2 2

2п ^К'՜)

<РМ <Р1 (^) . ?\ (с)

00

(П)

<т,(О,х) = - —

У

2
о
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00

(18)

™12

2л

՜թլ ւք1/3-> 0<х<<2

~ Ո2լ2«+1^ . (2л + 1)*® (2п + 1) О (յրո տա------------
2пИ

(19)

շ
Л

о

~ Ь л=0

X

- +

Здесь

Институт механики НАН Армении

Վ Ս ՏՈՆՈՅԱՆ, Ս Ս. ւՐԵԼՔՈՒՍՅԱՆ

Ներքին пIւլրյահայաց ւ|Լրջա։|пր ճեղքու{ оррпшрпн] 11իսահարриւթյւււն համար 
համաչափ կոնտակտային |ււ(ւպէւրը

հայաց վե բնավոր ճեղքով Օրթոտրոպ կի~ԼԼշխասւանքոլմ դիտարկվում կ ներքին ոլղղա 
սահ Այր թութ յան համար հարթ կոնտակտային խնղիր: Կիսահտրթոլթյան եզրի վերջավոր 
մասի վրա կիրարկված է ճեղքի առանցքի նկատմամբ համաչափ դասավորված կոշտ 

ենթա դրվում է, որ շփումը կիսահ արթության և դրոԼ^ի բացակայում է:
Պարզության համար ընդունվում է. որ կիս ահ ար թ ո լթյ ան եզրը դրամից դուրս ազատ 

արտաքին շոշափող լարումներից, իսկ ճեղքի ափերի վրա ազդում Ւ միայն նորմալ

հիտ արկվոլմ է հարթ դեֆորմացիոն վիճակ և խնդիրը լուծ վու մ է տեղափոխումներով 
ն ոլրյեի մեթոդով: Է ուծոլմը ներկայացված է Ֆոլրյեի ինտեդրալնեըի գումարի տեսքով:

Ւնտեդրման անհայտ ֆունկցիաների որոշոլմը սկզբում հանգել է զույգ և եոակի ին՝ 
տեգրալ հավասարումների համակարգի, իսկ հետագայում րլեգոլլյար գծային հանրահաշ՝ 
վական անվերջ հավասարումների համակարգի լուծմանը!

48



Լ/լոացված են անալիտիկ բանաձևեր դրոչմի տակ և Տեղքից դուրս նորմալ լարումների 
համար, անջասէված եզակիությամբ:

(քասնավոր դեպքում ստացված են դեպի եզր դուրս եկող վերջավոր և եզրից վերջավոր 
հխաւվորությամբ կիսաան վերջ էււդղահայաց ճեղքերով օրթոտրոպ կիսահարթության 
հարթ կոնտակտային խնդիրների լուծումները:

ЛИ ГЕРАТУ РА ֊ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Р Кристенсен. Введение в механику композитов. М. Мир. 1982 2 И С.Град- 
штейн. ИМ Рыжик, Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. М. 1971 
3 В С .Тоноян, САМелкумян. ДАН АрмССР, тЛ.ХЬ, №2, с.122-127 (1977). 4 Я.СУф- 
лянд, Метод парных уравнений в задачах математической физики. Л., Наука. 
1977

49


