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Все понятия и обозначения, не определяемые здесь, можно найти 
в книге [1]. Следуя [2]. скажем, что орграф 6' удовлетворяет свойст
ву (Г), если для любых вершин х, у и г существует путь из вершины 
д к вершине у. проходящий через вершину з-

В работе [2] доказано, что любой р-вершиннын орграф, с мини
мальными полустепенями не меньшими, чем р/2, удовлетворяет свой
ству (Г) (кроме некоторых «простых» орграфов). В настоящей работе 
доказывается, что любой р-вершннный (р^8) направленный граф с 
минимальными полустепснями нс меньшими, чем (р—3)/2, удовлетворя
ет свойству (Т).

Через и Е(в) обозначим, соответственно, множество вершин 
и множество дуг орграфа (г. Пусть С—орграф и А.В^У(С) и 
леГ(С). Введем обозначения:

Е(А-^В) {у^Е((})1у£А> :£В},

Е(А. В)=Е(А֊*В) 1Е(В-А), 

0(1*(л-)=|Г’(6՝)|֊о(1(л-)֊ 1, 1й*(х)=|1/((/)|—1с1(.т) —1.

Запись А—>В означает, что если и г£В, то ус£Л՝(О). Если /7С.
-1(6) и А—>В, В—Н, то напишем А-՝В — Н. Если же Д={х}. то 

вместо {х} будем писать х. Орграф О называется т-связным, если для 
любых различных вершин л՜ и у существуют нс менее т путей из х 
в у, попарно не имеющих отличных от вершины д՜ и у других общих

I
вершин. Если х, у, с(У(0), то запись х -у означает путь из л в у, 
проходящий через вершину г.

Очевидно, имеет место следующая
Лемма 1. Пусть О есть р-вершинный (р >1) направленный 

граф. Тогда б содержит вершины х и у (соответственно и и V) с 
о։1(.х) (р— 1) 2/г ой*(у)>(/г-1 )/2 (соответственно к1(//)^(/> - I) 2

(- помощью леммы 1 нетрудно доказать следующую лемму.
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Лемма 2. Пусть С есть р-вершинный (/?2»2) направленный 
граф с минимальными полустепеня ни не меньшими, чем к Тогоа 
О является тп^(4к— рн֊2)/3 связным.

Теорема. Пусть О есть р-вершинный (р^В) направленный 
граф с минимальными полустепенями не меньшими, чем (р—3)/2. 
Тогда И удовлетворяет свойству (Т).

Доказательство. Здесь будем доказывать ։еорему для р>10.
Предположим, что утверждение теоремы не верно, т. е. существу

ют такие вершины х, у, и г, что любой путь из .г в у не проходит чере^ 
вершину г. Из леммы 2 и из р^Ю вытекает, что О является 3-связным. 
Легко заметить, что вершины х, у и г различные и в 6 любая вершина 
несмежна не более, чем 2 вершинам.

Обозначим через

С=О(л)П/(у), Д = О(х) (С {у}).

£=/(у)-(С՝иМ}). /=О(с)֊;х}, Н=/(г)-{у}.
Имеем, что

Е(х-*В)=Е(А -у)=0.

Из 3-связности С следует, что г(֊)А .\B\jC и

Е(А -*г)^ I(г

(1)

(2)
Отсюда следует, что |С|֊<2 и А^0, ВР0. Из (2) имеем, что 

/?П(Сиви{х,у})=//П(^иси{^у})=0- (3)
Для доказательства теоремы достаточно показать, что

Е(А~>Н)=Е(Е—В)=0. (4)

Действительно, так как |Л/|. 2, где р=2л-Н՛ и /=0 или
т=1, то из (4), из Е(А-> {х.у,г})=Е({х,у.2}—В)=0 и из леммы 1 
следует, что |А|=|Я|=1 и а-*С-*Ь, где Ь^В. Значит, |С|5»2. По
этому из Е(г, С)=0 имеем |С|=2. Отсюда и из (2) получаем, что 

г
а^Е и Ь(-Н, т.е. га, Ь:(:Е(С). Следовательно л—у=хс։Лгас։у, где 
с։,г։£С՜, а это противоречит нашему предположению.

Теперь покажем справедливость (4).
Доказательство (4). Предположим, что Е(А— Н\^= 0. Пусть 

для определенности ак£Е(П), где ауА и Из (3) следует, что 
аг^Е(О), т е. а£Н.

Случай 1. М:В^С, т.е. Ау^£(О).
Если £(Р— {«}—А)=0, то легко заметить, что

Отсюда н из леммы 1 вытекает, что «<4, а это противоречит усло
вию п>5. Следовательно, Е(Р—{я|-*Л)=£ 0. Пусть для определен
ности /։А£/Г((7), где {</}•

Предположим, что существует такая вершена Ь^В, что аЬ(:Е{С).
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Тогда из
Е( Е—{а}и{х,у,г,а) —г>)^0

вытекает существование такой вершины и(:{х,у,2,а,Ь,Ь}{ Е, что иЬ± 
^(0) и

|Я1)Си(«>|>»-1. (5)
Имеем, что

£(Е-{л}֊-Щ|С1 {у,г,//})—0.

Отсюда и из (5) с помощью леммы 1 получим, что /։^4, а эго не
возможно.

Теперь предположим, что а—В. Если га$Е(О), то из (3) имеем 
Е(г,я)=0 и |С|<1. Из £(Аи{х,у,г}֊’£)=0 и из |Еи{х,у,г}|<;л+1 
вытекает, что |Я|<1. Значит а это противоречит условию

Следовательно, можем предполагать, что га(:Е(и). Тогда 
1Е(в) и /։едис-{«}.
Нетрудно убедиться, что

ЕМиС֊{а}֊'^и{/։})=0.
Отсюда и из

Е(ЛиС-{а}-{л,г})—0,

И и с-{а}\^п֊ 3. \Ни{Х,г,А}|>л 4֊ 1 

следует, что |ЛОС—{а}|^1, т.е. л<4, а это противоречит условию 
п>5.

Случай 2. к^ВцС, т.е. Лу£Е((7).
Тогда из (2) имеем, что й^В. Очевидно, что

Е(Е-{а} СиВ-'Л)=0. (6)
Подслучай 2.1. га(?Е(О).
Тогда легко заметить, что и Л =-А—{я}. Отсюда вытекает 

существование такой вершины А։^А/—{А}, что

|яиси{л։||>*-1-
Предположим, что £(Е-»А։)у= 0. Пусть для определенности /։Л։£ 

\гЕ(О), где (^Е. Очевидно, что А։у(1Е(Сг). Значит Ь^В\[_)С. Легко 
убедиться, что

Е(Л։-./?| 1С-{А})=0,
Отсюда и из (6) имеем

Е(!у,г,А։|^'Е-/? ]С-|Л|)—0.

Поэтому, так как |Е|>л—2, то С—{А}|^1, т.е. л -4. что является
противоречием.
Теперь предположим, чго Е(Е—А։)-0. Имеем, что

Так как \Е|^п— 2 и
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Ку.*.Л։}иЯ С-{Л||>л,
то для некоторой вершины /։(£ имеет место /^(-£(6). Поэтому

Е(А С֊.Л,) = 0.
В результате получили

£(£0{х,г,л,с|—А։)-= 0,

где с£С, а это, так как |{л,г,а,с)и £|^л 2. является противоречием.
Подслучай 2.2. га^Е(в).
Нетрудно убедиться, что С«^0.
2.2.1. Е(Е—(а)—»Н—{А})=/=0.
Пусть для определенности /։Л^£(<7), г 1е <,(;£-{л| и Л։»_-// — {Л}. 

Тогда очевидно, что А։уГ-£(О), т.е. Л։( В С. Легко заметить, что 
£(С,А,)=0. Отсюда и из £(С,г)=0 вытекает, что с/^Е^) или

г /
/։се£С(О). В результате получаем, что х-» у—хс/։//։гиЛу или х-*у= 
—хаЛг/^у, а это противоречит нашему предположению.

2.2.2, £(£-|л}-Л/֊{А|)—0.
Предположим, что Е(а-~Н—^А})^0. Пусть дЛ։^Е((/), где Л։£/У— 

—{А}. Тогда, учитывая рассмотренный случай А| В, можем предполо
жить, что А,у££(О). Нетрудно убедиться, что £(С-*{А,А1})—0. Сле
довательно,

%!■'-{<ои(-*.у.-г}ис—{Л. Л,»=0. 
что является противоречием, тяк как

1^—{л|и1^.у>г}ис1>л +• ։•
Теперь предположим, что Е(а->П— (А})=0. Тогда

и АА1։ гЬ^Е(С/), где тх'х,у,г,а}| £:.К'. А։еН-{Л}.
Нетрудно убедиться, что

£■(£-{*,,«})=-=£(£֊{<։)-‘г» )“0.
Отсюда и из

£({х,г,А։}иС-^)“ 0

вытекает, что {у,а,А} — V. Если М£Е(0), где /։у£— {а}, то л —у= 
=хат»А։г/։Ау, что невозможно. Поэтому £(£—{а)֊«А)=0 и

£(£—!а) {х,у,г,1'.Л1}-‘А)= 0,
а это является противоречием. Таким образом доказали, что £(Д —

Если рассмотрим орграф О, то аналогично £(Д-^) = 0 получим 
£(£—»£)=0.

Итак, доказано соотношение (4), тем самым завершено доказа
тельство теоремы.

Замечание. Пусть С есть 7-вершннный направленный граф 
с множеством вершин 1'(6)={х։.х.......х7} и с множеством дуг £(0)=
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А'։Х|, >'|Ae, XjA'j, A'jA6, X^X-i XjJCj, X$X։, ХЛХ։, A'(X|i X-X,, 
х-хя}. Очевидно, что в (J минимальные полустепенн>2 и G не годер- 

•Г1 
жит х1—>х։ путь.
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II. և. ԴԱՐԲՒՆՅԱՆՈպղորգված գրաֆների ճանապարհների որոշ հատկությունների մասին
Ներկա 
Թ ե ո ր

աշխ ատ անքոլմ ապացուցված է Հետևյալ պնդում ր' 
եմ. Դիցուք G-ն կամայական p-գագաթանի, թ՜^8. գրաֆ Լ,որի լոկալ կիսաաստիճա1ւ(՚ւերը փոքր շեն (թ—3)]2 |»ւ|ից: Ապա ցանկացած 

X, 1/ և 2 գագաթների համար գոյություն ունի *-ից գուրս եկող և ,/՜Ր մտնալ կողմճորոշված պարզ ճանապարհ, որը անցնում է 2 գագաթու]:
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