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К определению касательных напряжений при кручении стержня 
криволинейного поперечного сечения, обладающего 

прямолинейной анизотропией

(Представлено Г1/Х1 1993)

Исследованию задач кручения анизотропных стержней посвящено 
много работ (*՜5). В них в основном рассмотрены анизотропии таких 
видов, когда главные направления ортотропии совпадают с координат­
ными линиями, в которых решаются задачи, например, прямолинейная 
анизотропия — область, ограниченная прямолинейными координатными 
линиями, и т. п.

В настоящей работе исследуется кручение призматического стерж­
ня криволинейного лолеречного сечения, обладающего .прямолинейной 
анизотропией.

1. Рассмотрим кручение стержня с сечением в виде кругового сек­
тора, материал которого обладает прямолинейной анизотропией (неор- 
тотропией) (2՜*).

Представим исследуемую краевую задачу в полярной координат­
ной системе

1 ԺՓ , 

г Ժր г* Ժ6:
[14-03,(0)1 Ժ2Փ 

дг

Ф(г, 0)=Փ(ք, а) о Ф(з. 9)=0

(1 1)

(I 2)

Здесь приняты обозначения работы (4) и кроме того введены

11-58,(9)]

Ао ——12—։ յ,(9)=ըօտ20—1է։տ1ո20ւ а (0) —в1п20-[-к։со$26. П-4)

Нетрудно заметить, что частное решение краевой задачи 
можно представить так:

(1.1) —(1-2)
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&г» ф*(Г, 5) =----------- 21.
и - !I —

со$(25- >) ՛ 
со«х

Для нахождения однородного решения 
нения (1.1) представим

Ф°(г,в) =гх «тСв)

дифференциального урав-

и. полагая

У(5) ։(9).
1—оа։(з)

I-
2 .

3

получим следующее нормальное дифференциальное уравнение:
V"(01 +1(8) У(8) =0,

где Л—произвольный параметр,

1(6) |1-^,(0)|-։. |/Л-2Ч(9)֊?Л>֊։Ь0 ; а։(6))],

Ьо х! к-։, э3(й)—Со-С1СО§40 к151п40<

(18)

(1.9)

(1.Ю)

Учитывая, что 6а։(0)|<1, (1.9) можно записать

1(4=/’ 2о(л2-1)а։(4 V (Х’о"|(п 1)а»(6) (1-п)Ь0аГ2(4|-֊ 
п—2

-В"|2па?(е) (п —1 )а3(9)а"-2(9))} (1.11)

Собственные значения (числа) Хк нашей задачи, согласно граничным 
условиям (1.2). определяются из следующего уравнения:

V, (0, X) Л'2(а, X) -V, (а. Х)-У2(0, X) =0, (1.12)

где У;(8.л), \2(8,л)—фундаментальные решения уравнения (1.8).
Следовательно, общее решение неоднородной задачи (1.1) — (1.21 

будет ՛ -

0г»
2а (1 к^а)

Ф(г, б)— со$(29 - а) 
со 5 а

ао

1-1

I ;>а,(0)
1 г'а1(а)

1—>к
2 (СцУц(9, Хк) СкЛ'к (9, /.к)). (1 13)

В общем случае нахождение Ук|(0, Хк) и Ук2(8, Хк) представляет из 
бя почти непреодолимую математическую проблему. Ниже приведем 

некоторые конкретные случаи, когда бывает возможно найти эти функ­
ции.

! . Материал стержня изотропный (6 = 0). Тогда

У|к(8, >к) =втХк0, У2к(8|Хк) =созХк8,

Х = /.к= — (^=о, ±, I, ±2, ...), 1 (8) =Х2, 
7

(1.14)
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что совпадает с результатами, полученными в (’).
- Предположим, что материал стержня обладает слабой орто­

тропией (к։=0) гак, что в (1.11) можно пренебречь степенью б2 и чле­
нами высшего порядка. Тогда из (1.11) будем иметь

1(0)=Х2Ч֊2б (X2— I)cos20, (1.15)

а дифференциальное уравнение (1.8) приводится к уравие....о Маты
(’).

d։V <
—— (a I6qcos26) V֊0, а=Х։, q= —1). (1.16>

Решением уравнения (1.16) являются функции /Латье порядки 
n се,т(Н, q) и se,,(8. q), и, следовательно, из (112) мокно определить 
Хп и функцию напряжений Ф(г, 0).

3°. Пусть материал стержня неортотропен и имеет место такая 
анизотропия, что в (1.11) можно пренебречь степенью б2 и членами 
высшего порядка. Тогда

I (8) =Х2Н֊2б (X2—1) (cos 28—k։ sin 26), (1.17)

? уравнение (1.8) приводится к уравнению Хилла ( »
d2V
— -На 16qT(26))V ֊ 0, (1.18)
d92

где ф (28) =cos 28—k։ sin 28 имеет период л по аргументу 8.
4°. Материал стержня обладает прямолинейной ортотропией обще­

го вида и нет ограничений на б (разумеется, кроме единственного огра­
ничения б<1). Это всегда имеет место, если материал орт։ ропси 
(ki=0). Тогда (1.11) можно представить так:

l(0) = qn 2 V q„cos2n9, (i.!11)
• = 1

где

2q.=2<>(M-l) oJ(/2—1) •

2q,==-b’(i’-l) B\x։-1) ...

2q3_^(/.։-ll- ....

В этом случае придем к уравнению Хилла С'

(1.20)

Для решения задачи до конца необходимо определи։ь Ч (> 01 
•••). т. е. X.



2. Метод решения задачи. Займемся определением собственных зна­
чений (чисел) и собственных функций уравнения (1.8) с однородным 
граничным условием.

Здесь предлагается метод, который позволяет определить собст­
венные числа с любой наперед заданной точностью. Так как диффе­
ренциальное уравнение (1.8) содержит малый параметр 6, то собст­
венные значения и соответствующие собственные функции будут зави­
сеть от 6. Поэтому естественно функцию У(8) и X2 представить в 
виде рядов по степеням 6:

У=Уо+6У։+62У2 + ..., Х2=Хо+6Х1+6Х2+ (2-1)

Согласно (2.1) и (1.11) из (1.8) для определения УО(В) получим 
однородное уравнение, а для У։(В)0=1, 2, ...)—неоднородные урав 
нения. Решение полученного однородного уравнения с учетом гранич­
ных условий будет

Ус(’)=У„л(е|=А„։1п)<7;0, >,=>•..= ~ (2.2)

Из условия разрешимости полученных неоднородных уравнении и 
условия ортогональности их решений с решением нулевого приближе­
ния (4) находятся Х1(1=1, 2, ...) для данного приближения. Таким об­
разом, получается процесс, где шаг за шагом улучшаются найденные 
значения собственных чисел. Выполняя эту процедуру, например, для 
Х| и \’| (О), будем иметь

>..= — I к,— (51п2а4֊к։со521)]» (2.3)
2

У1П(9)=Ап81пГ/.о6 I
* У .

СО82( 1 /кп)9—к,8Ш2(1

СО52(] 1)9 к1$|‘п2( 1) 6

— Апсоз/Х09 (X,—1) ( — 2($1п29 к։соз29)-|-

$1п2( 1 у/0)6 к։соз2(1

з1п2(/Х0-1)9- к,соз2 К'֊Н9

31п2 К/ о 6 (!М)

Итак, можно определить все Х| и \Л(Н) (1>2) и далее при помощи 
(2.1), (1.13), (1.7), (1.6) можно записать выражение для функции 
Ф(г, 8). Ограничиваясь первым приближением, решение исследуемой 
краевой задачи будет

Ф(Г» 9 |-с —
2а„(соза-| к։з1т)

|соза —соз(29—*))6г1
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где

ո - ։ :ո Կ (25)
I —

. 1—оа։(։)

л*(8, а)_ —|Հ 14 О.5о[к։ —(տ1ո2օ ։ к,СО81а)| . 
2

Имея функцию Ф(г, 6), с помощью известных формул определи 
ются компоненты касательных напряжений и жесткость стержня.
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Հայաստանի ԳԱԱ թղթակից անրյամ Վ. Ս. ՍԱՐԴՍ ՅԱՆ, Ս, Վ. ՍԱՐԴՍ ՅԱՆ, 2. ՆՍԻՐԿորագ՛իծ լայնական կտրվածքով ուղղագծային ան՚իգուորոպիա ունեցող ձողի ոլորման ժամանակ շոշափող լարումների որոշման մասին
Անի դո տ ր ո պ 

Հիմ ն ականում դի
ձողերի ոլորման խնդիրներին նվիրված աշխատանքներում 
տարկւԼոլմ են այնպիսի անիզոտրոպի աներ, երբ օրթո տրո ֊ 

պիայի գլխավոր առանցքներր հ ամ րնկնում են կոորդինատական գծերի Հետ,

սահմանափակված տիրույթ ե 
Աշխատանքում հետազու

օրինակ, ուղղագծային անիզոտրոպիա' ուղղա դի ծ կ ո ո բդին ա տ ա կ ան գծերով 
այլն։
վում Լ ոլղղա գծ ային անիզոտրոպիա ունեցող 

սեկտորիալ լայնական կտրված քով ձողի ոլորման խնդիրր։ Կիրառելով փո­
փոխականների անջատման մ եթո դր, ստ ացվոլմ է անհայտ ֆունկցիայի նկատ֊ 
մամք նորմալ դիֆերենցիալ հավասարում։

Յայց են տրված խնդրի լուծման մի շարք դեպքեր, երբ ՀնաՐ ավոր / 
լինում կառուցել ֆունդամենտալ լուծամներր: Ունենալով լարման ֆունկցիան, 
կարելի է որոշել շոշափող լարումն երի վարքր սկզբնակետի շրջակայքում ։
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