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1. Как известно ('), решение .классических краевых задач для 
уравнения Лапласа и некоторых других уравнений эллиптического ти­
па (2) сводится к решению интегральных уравнений второго рода на 
границе области.

В частности, если область Ос:!?2 имеет гладкую спрямляемую 
границу Г = <Ю, определяемую .параметрическим уравнением

Х = Х(8). У=*У(8), 0^8^1<4-СО. <18։=аХ։- бу*. (1)

то интегральное уравнение
1

«р(5)4- Гк(8, 1)р(1)<И-Г(8Ь 8£[0’ I]- (2)
V О

соответствующее внутренней задаче Дирихле Аи = 0, и|г=!(в), имеет 
ядро

К(х. !) = ^. ։. 1О0. I). (3)
Г

где г2= (х($)—х(!))2+(у(в)—у(0)2 и $ - угол между внешней нор­
малью и .к г и вектором г(х(з)—х(1), у(з) — у(0) в точке (х((). 

у(!)). Если в этой точке кривизна х(1) конечна, то К(з,1) —►—~х(0

при !—*-з. ։
Сопряженное ядро К*=К(1. з) соответствует интегральному урав­

нению для внешней задачи Неймана Ли —0, уи/Лгг !(з), и(х, у )-* . 
х2 + у2-»-оо.

2. В случае, когда граница Г достаточно гладкая решение урав­
нения (2) с ядром К и К* не представляет труда. Так, если х(>). 
у(з) е Сгп-2!0.1] (гп>3), то применение квадратурной формулы тра 
пецнй на равномерной сети к интегралу в 1-) гарантирует то։ность 
решения порядка 0(Кт՜2), Ь-»-0, где Ь шаг сети дискретизаии .



Следует отметить, что решение краевых задач упомянутым ме­
тодом потенциала обладает и тем (преимуществом перед другими ме­
тодами, что позволяет вычислять потенциал и(х, у) или его гради­
ент только в интересующих нас частях области D или ее границы Г, 
что значительно экономит вычислительные ресурсы.

Однако ситуация 'резко осложняется при нарушении гладкости 
границы Г. В этом случае ядро (3) может быть не ограничено и 
классические квадратурные формулы в значительной степени теряют 
свою эффективность. Естественным образом возникает проблема раз­
работки эффективных методов решения уравнения (2) с ядром К 
или К* (и, в конечном счете, задач Дирихле и Пеймана) в случае не­
гладкой границы Г.

Ниже рассматривается случай кусочно-гладкой спрямляемой гра­
ницы Г с изломами под прямым углом. Существование и единствен­
ность решения интегральных уравнений теории потенциала для внут­
ренней задачи Дирихле и внешней задачи Неймана в этом случае 
обеспечены (').

Изучены интегральные операторы с ядрами К и К*, разработа­
ны методы решения тестовых уравнений, приведены результаты чис­
ленного эксперимента на -персональном компьютере IBM PC/AT—286.

3. Рассмотрим следующие модельные интегральные операторы
1

Кл=х •(t) dt (4)

tK,(x, t)
x’+t2

•(t? dt, (5)

О

1 
А

о

где К1 и К2—гладкие функции, 0^х<1. Заметим, что при К|(Ех) = 
= К2(х. П, К2=К։*.

Ядра этих операторов неограничены в окрестности точки (х, 1) = 
= (0,0) и сингулярность эта следующим образом связана с уравне­
нием (2). г г'к '

Теорема 1. Пусть 0^зо<5։<...<$р-|<1р=1 и функции в 
(I) кусочно-гладкие х(з), у(з) е Ст[5к, Эк-ц], к = 0,1. ...» р—1, т>2, 
а в точках (х(5к), у(5к)) (к = 0,1, .... р—1) кривая г изломана под 
прямым углом.

Тогда (см. (3)) при £ = $—5к~>0, г) = 1—&к—-0, з, I е [би, 8к+|1, к= 
0,1...... р-1

К(։, и— ^2— + 0/ (?- -,)») (6)
с + т

Действие операторов К։ и К2 характеризуется следующим обра­
зом

Теорема 2. Если ядра К<(х, I) в (4), (5) непрерывны в 
квадрате [0,11x10,1] и К|(0,0)#=0, то операторы К1 неограничены в 
Ьр(0,1) (1<р<Н֊оо). При этом оператор К, ограничен в Е«> (и 
С[0,11), а К2-в 1л.

4. Несмотря на очевидную связь между уравнениями
у(х) = K.y+f(x), xsf0.ll, i=1.2. (7)

вычислительные проблемы, возникающие при их решении, сильно от­
личаются
68



Одинаковым является лишь то обстоятельство, что при К1(0,0) 
=#0 (1=1, 2) применение к интегралам в (4) и (5) классических квад­
ратурных формул для гладкой функции <р(х) в окрестности точки 
(х,() = (0,0) приводит к ошибке, независящей от густоты сети дискре­
тизации.

Действительно, пусть, например, применяется правило средней 
точки на равномерной сети хк=(2к+1)/2Ы (к=0,1 N—1), соответ­

ствующей дроблению отрезка [0,11 = U к__
N

и h=l/N

h Г xharctg -— = х I------ - =*--------------
х Jx2֊rt։ x։-?-(h/2)’

• Тогда при ср(х) = 1

(8)

В точке х = х0 = Ь/2 ошибка г нс зависит от Ь (г(Ь/2) = — 1.195).
Нетрудно убедиться, что такая же ситуация и в отношении ядра 

соответствующего сопряженного оператора К*. Точность увеличивает­
ся (И-*֊0) лишь при х2-М2^х=соп51>0. В результате этого (что 
подтверждается многочисленными экспериментами) решение уравне­
ния (7) сведением к алгебраической системе, при применении класси­
ческих квадратурных формул, приводит к крайне медленному умень­
шению среднеквадратичной ошибки в зависимости от уменьшения 
максимального отрезка дробления интервала (0,1).

5. При разработке эффективных методов численного решения 
уравнений (7) нами применялись следующие подходы:

а) разбиение отрезка [0,1] точками

•>0, k=0։1” N. (9)

которые при В>1 сгущаются к нулю, а при р<1—к единице (при 
р=1 имеем равномерное разбиение);

б) комбинированное применение классических квадратурных фор­
мул на отрезках [1к, 1к+։] при к^(]> 1 и весовых квадратурных фор-

-——՛ а в случае (5) 
т *

мул при Ock^q (в случае (4) вес имеет вид

Решение многочисленных тестовых уравнений позволило выбрать 
практически оптимальное сочетание параметров Р и q. Типичные ре­
зультаты приведены на рисунке, а и б, относящихся соответственно 
к решению уравнения (4) при Ki(x, t) =0,7 и f(x) = l+O./ arctg (l/x) 
(точное решение—у«1) и уравнения (5) при Кг(х,1) = 1 и f(xi = 
=х—l-f-arctg (1/х) (точное решение—у(х) = х).

Отметим, что при применении весовой формулы Рг2 для всех к 
(=0 I . 16) (т е когда в б) q=16) счет на персональном компьюте­
ре IBM PC/AT—286 занял 18 сек. G3— и G3+ РгЗ — алгоритмы рабо­
тали 14 сек, а Рг2—8 сек (см. подпись к рисунку).

На основе этого и ряда других численных экспериментов прихо­
дим к следующему выводу: .

1) Для решения уравнения (7) при i— 1 практически оптималь 
ным является применение подхода 6) с l<q^N и Р<1. При q — 
удобно брать р^О.2 (рисунок, а).

’)



Среднеквадратичная ошибка Е решения уравнения (7) 
при М=16, в зависимости от неравномерности сети (8). 
(а соответствует случаю 1=1; б 1 = 2). 63 (пунктирная ли­
ния)— алгоритм на основе трехточечной формули Гаусса. 
ОЗ + РгЗ (жирная линия)—подход б) с Я=1 при примене­
нии трехточечной весовой формулы РгЗ на Гауссовой сети. 
Рг2 (пунктирная линия со звездочками)—применение двух­
точечной весовой формулы на Гауссовой сети.

2) Для решения уравнения (7) при ։=2 оптимальным является 
применение подхода б) на равномерной сети (0=1) при я/1Ч^1/4. 
На рисунке, б q = N в алгоритме Рг2.

6. При решении внутренней задачи Дирихле и внешней задачи 
Неймана для областей с изломанной границей методом потенциала 
(см. выше л.1) уравнение (2) для плотности потенциала р ($) сводит­
ся к системе интегральных уравнений относительно вектор-функции 
и(5) = (01(8)....рр(з)), где 0к(5)=е(5) при 5к-։<5<5к. В частности
(см. теорему 1), если граница Г изломана под -прямыми углами, син­
гулярности матрицы,—ядра этой системы, имеют именно вид (4) и (5).

Таким образом, рекомендации п. 5 представляются эффективными 
при решении упомянутых граничных задач.

Несмотря на то, что при численном решении задач Дирихле и 
Неймана методом потенциала решение уравнения (7) является лишь 
одним из этапов, численный эксперимент полностью подтвердил эффек­
тивность разработанного подхода.

В заключение отметим, что разнообразные методы позволяют с 
высокой точностью решать ряд задач математической физики. К ним, 
в частности, относится классическая задача кручения сплошного ци­
линдрического тела с поперечным сечением в виде односвязной обла­
сти ('), а также линеаризованная задача колебаний упругого изотроп­
ного идеально проводящего тела во внешнем магнитном поле (3).
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Հայաստանի ԴԱԱ թղթակից աէղամ՝ 2. Р. ՆԵՐՍ 1’1)3ԱՆ, %. Մ. ԱՏԵՅԱ

Պոտենցիալի տեսության ինտեգրալ հավասարումների լուծում

Աշխատանքում մշակված Լապ/ասի հ ավ ասարմ ան համար *7 />րի խ թ' I' 
և Նեյմանի խնդիրների յուծման եղանակ։ Եղանակի հիմքում րնկած Լ խնդիր­
ների րերոլմր ինտեդրալ հավասարումների։ 8 ո । յ ւյ է տրված, որ երբ տիրույթի 
70



եզրագիծը ունի կոտրվածքներ ուղիղ անկյան տակ, հավասարման կորիզը ու­
նի ոոոջակի եզակիություն։

Առաջարկված է մոտավոր լուծման ալգորիթմ, որի էֆեկտիվությունը 
րացահայտված է թվային ւիորձարկմ ան միջոցով։
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