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Векторные алгоритмы вычисления двумерного 
дискретного преобразования Хартли

(Представлено чл.-корр. НАН Армении А. Б. Нерсесяном 10/У1П 1993)

Рассматривается метод вычисления двумерного дискретного пре
образования Хартли (ДДПХ), основанный на векторном представле
нии. Получены алгоритмы, которые эффективнее известных алгорит
мов Брснсуэлла ('), а также алгоритма Бауссакта и Холта (2).

Пусть Г={Гп,т} произвольная двумерная последовательность на 
квадратной решетке размерами №Х1Ч, Хц,№{(р. 8.); р, 8 = 0-гК—П, 
где й>1 целое. ДДПХ последовательности ( в каждом отсчете (р, б) 
£= Х\,\՛ есть

fl-0 m—О

(1)

где ядром преобразования является действительная периодическая 
функция Cas(x) = cas(2nx/N) =cos(2nx/N) +s։n(2nx/N).

Несмотря на то, что ядра преобразований Хартли и Фурье опре
деляются разными периодическими фукциямн cas (2nx/N) и exp 
(2nix/N) соответственно, форма связи координат (п, гл) квадратной 

решетки с отсчетами (р, s) области определения спектра одинакова 
и диофантова, т. е. вида np-|-ms. Поэтому для ДДПХ можно исполь
зовать определенную для двумерного преобразования Фурье вектор
ную форму представления (3). Действительно, имеет место следую
щая теорема.

Теорема I. Каждая спектральная составляющая Hp,s двумер
ной последовательности f в отсчете (р. s) представляется вектором

Нр. s — COl(f;,,«.0, fp.r.l Др, f, N —1),

для которого выполняется соотношение
N—I

Hfp, tT՜ = Cas(kt), k*=0->N — 1»

где (kp, ks)=(kp modN, ետ modN).
G

(2)

(3)



Нетрудно убедиться, что для этого компоненты 
но определить по формуле вектора (2) нуж-

fp.*.։ — 2£(fn.m; {(n, m); np + ms—tmodN)), (4)
Таким образом, одномерное N-точечное ДПХ над вектооом пот- 

"сской* групп'ы'1ЯеТ ДДПХ “° В“Х отсчетах соответствующей цикли-

Т=Трл«=|(кр, кв); к=0 т Ы—1|. (5)
Следовательно, если семейство групп стщ№ (ТР„; (р. з) еД) для 

некоторого множества индексов ЛеХ есть неприводимое покрытие 
решетки л. тогда для определения полного ДДПХ достаточно выпол
нить сагаоч к одномерных Хи’очечных ДПХ Такое покрытие имеет 
ипп'Юи1е€ постРоенне (*5)- Пусть множество ЕЦ = (пеЮ, Ы—11; 
НОД (п, \')>1}, а р(р) функция, равная числу таких элементов 
5еВч. .которые взаимно просты с р и рз^Х. Пусть далее Ф(М) функ
ция Эйлера, т. е. функция, равная числу положительных целых чисел 
меньше \ и взаимно простых с М.

Теорема 2. Для заданного целого № > I:
(1) семейство циклических групп

<6)

с множеством образующих

J=Nu'(l. s)U ( и (р. 1))ч(р“,(£,։) )
Н0Д(М>-1- р։<К

есть неприводимое покрытие решетки Xn.n;
(2) неприводимое покрытие решётки Xn.n имеет мощность 

card 3n.n=2N-‘1’(N)4- у р(р).
р* Bn

(7)

(8)

Следствие I. Для вычисления ХХМ-точечного ДДПХ доста
точно выполнить умножений в количестве

Мнл=(саг(1ом,х)Мм. (9)

где через Мы обозначено число умножений, необходимых для вычис
ления одномерного N-точечного ДПХ.

Из определения функции Эйлера нетрудно получить неравенство 
Ф(М)>Г{0(Р); р€=Вы}, так что card<jn,nC2N. Причем знак равенства 
имеет место только в отдельных случаях. Например, если N имеет 
вид LM, где L и М взаимно простые числа, то cardoN.N=2N только 
при N = 6. Для N вида Lr, где L простое и г>1, такое равенство не 
имеет места. Для сравнения отметим, что известный алгоритм Бреи- 
суэлла использует 2N одномерных N-точечных ДПХ (’). Так, для 
N=2f, г>1, Брейсуэллом получена оценка умножений

М’к.к-2№( г—2)4֊4N. (Ю)

Из теоремы 2 прямо следует, что в этом случае card ctn.n֊3X 2 и

Мкл- 3N/2MN<3N‘/4(r֊3)4֊3N. (11)

так как имеет место оценка Mn = N/2 (г—3) +2 О- Из (10) и (И) 
следует, что M2n,n/Mn.M»4'3, поэтому предлагаемый алгоритм по 



сравнению с алгоритмом Брсйсуэлла сокращает число операций на 
1/3.

Приведем сравнение и с другим известным алгоритмом Боуссакта 
и Холта (2), в котором для ХХМ-точечного ДДПХ, где И произволь
ное простое, получена оценка умножений

МЬЛ=М’+2Н-3. (12)
Из теоремы 2 получаем, что для простого X

My,x = (N+l)MN=N’-1, (13)

если учесть, что М-точечное ДПХ можно вычислить, как показано в 
(7), используя числовые преобразования Ферма, с помощью (!Х — 1) 
умножений. Из оценок (12) и (13) следует, что если в алгоритме Боус
сакта и Холта в среднем на отсчет требуется более I операции умно
жения. то в предлагаемом векторном алгоритме требуется таких опе
раций не более чем 1. Аналогичные сравнения имеют место и для дру
гих значений 14.

Нужно отметить, что предлагаемый алгоритм можно улучшить, ес
ли исключить многие пересечения в группах неприводимого покрытия 
з.х.х. Действительно, если Б некоторый множитель числа 14, то нетруд
но проверить, что

(p-s) £ J} (И)
является разбиением дополнения Хм,и \ БХы/ь,ы/ь. Поэтому можно вы
числить ХХМ-точечное ДДПХ посредством 14/БХГ4/Б-точечного ДДПХ 
и сагйаь/м.ь^ьодномерных М/Б-точечных ДПХ. В результате мы полу
чаем улучшенный рекуррентный алгоритм, в котором число умножений 
сокращается почти в 1,5 раза по сравнению с векторным. Так, для 
1Х=2Г, г>1, получаем следующую оценку умножений в рекуррентном 
алгоритме:

Мх.х =4'/6(Зг-7) + 8 3^2 3Mn.n. (15)
Таким образом относительно сравниваемых алгоритмов Боуссакта 

и Холта, Брейсуэлла число умножений сокращается почти в два раза. 
I *
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Ц. 1Г. ԴՐԻԴՈՐՅԱՆ

Հարթ||փ Լրկչափանի րլիսկրետ ձևափոխության 
• • ՜ • • «

Ներկա աշխատանքՈէմ 9Ու1ց Լ տրւքած, ” ր 
րետ ձևափ ոխոք pյունր կ արե/ի է արդյո ւն ավե ւո 
վՒ նրա վ եկտ որակ ան ն ե րկ ա յ ար nt մ ր ։ P ա գ մ ա պ

վե կ տո ր ա կ ա ն ա । գորի թ մնե ր

Հարթքիի երկչափանի դիւ/կ֊ 
Հաշվարկել, եթե о գա ա գործ֊ 

ատկումների քանակի Համար
բերված համեմատական գն ա Հատ ակ աններր 4Ոէր) տավւս, որ առաջարկ
ված վեկտորական և р արե քավված անդրադարձ աք գորիթմն երր Р րեյսուե քի, 
ինչպես նաև ^ոուսակտի և Հո քթի աքգո րիթմի ր մոտավորապես երկու անգամ։ 
արդյունավետ ենք) 1
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