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Задачи оптимального управления системами с ограничениями нз 
полное изменение скалярного и векторного управления часто встреча­
ются в приложениях, в особенности в ситуациях, когда решение имеет 
вид скользящих режимов.

Обычно задачи со скользящими режимами решаются путем стан­
дартного дифференциального включения скорости фазовой точки в 
выпуклую оболочку множества скоростей с последующим переносом 
меры на временную ось (1։2). В результате непрерывная задача заме­
няется дискретной, для которой понятия «скользящие режимы» не су­
ществует. Однако известно, что если непрерывная задача принадлежит 
к .классу задач со скользящими режимами, то для дискретного ее ана­
лога обычный принцип максимума не справедлив (3.4). Поэтому для 
задач со скользящими режимами вообще и при наличии ограничении 
на изменение управления в особенности необходимость построения ус­
ловий оптимальности очевидна.

В данной работе получены необходимые условия Оптимальности 
для систем с ограничениями на полное изменение скалярного и век­
торного управления, справедливые и для класса задач, для которых 
обычный принцип максимума оказывается не приемлемым.

Задача и ПуСть объект управления описывается системой 
х=Г (х, и), х (о)=х°, х (т) =хт, (1)

где х = [х. ... Хп1 '—^-мерный вектор фазовых координат; ( =
— гг Г Г* и=[И| цт]—ш-мерный управляющий вектор; хи х
заданные векторы; ^-период управления, не фиксирован; ( )֊знак 
транспортирования. На и наложены ограничения

|и,1<3|, .......ш I, (2)
(3)

й1 = \3 = 1п+։(''|),
Обозначим

(4)
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т. е. и։ введем в разряд фазовых координат, а V) примем за рю коор­
динату вектора управления.

Предположим, что (I) непрерывна и имеет кусочно-непрерывную 
производную по 1. Тогда полное изменение функции Ц) Ц) можно опреде­
лить так: I• • • - *

У1и|С>=)|»||<И«Е5. (5)
и

Требуется найти и(1), 0<1<Т, которое удовлетворяет ограничени­
ям (2), (5), переводит объект из состояния х° в состояние хт и до­
ставляет минимум функционалу

•ММ*. и)<К. (6)
л

Предполагается, что функции I (х, и). (0 (х, и) непрерывны по х н 
и и непрерывно дифференцируемы по х. На ц։(1) стандартное ограни­
чение типа (2) не введено ради простоты; его ввод не вносит принци­
пиальных изменений в процесс решения задачи 1.

Неравенство (5) можно заменить равенством

\'тоиД1)—Б + 02 = О,
где р—дополнительный неизвестный параметр, удовлетворяющий урав­
нению

Р=0. (8)
Благодаря таким преобразованиям задача I сведена ,к типу стандарт­
ных параметрических задач с недифференцируемым ограничением.

С помощью множителей интеграл (6) можно представить так;
т

(,(х. +

где X —постоянный во времени множитель. 
Обозначим

1о—Ц1. и)+* (| I 4- Ц.х и, V), Р),

Тогда для задачи I гамильтониан будет иметь вид

0.

где Ч*», 8*0, п + 2 являются решением
ан

дН

1=0, П.

системы

<4

(9)

(Ю)

“ о

Теорем а. Пусть и* (1) = (и*։ (О..... и%-։(1), у*Д0, и*|+1(0.......
и*т(1) ]'— оптимальное управление в задаче 1, 1 еЮ, Т1, х*=[х*0, х*. 
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и Ь соответствующее управлению й*(1) решение системы (I), 
(4), (7), определенное на (О, Т1. Тогда найдутся такие ^^0 и ненуле­
вая вектор-функция Ч'(1), являющаяся решением (10), что выполня­
ются:

1°) К0^, 1. й), уй£11;
2’> Н(Т\ х*. й*)1т>0;
3°) Х֊>тШ, И ц( , аш .

где Но-Н-А. бу։).
** <*У. *

С’—(и:|и|<а, УТи,(|)<5}։ Т1£и

<П)

Доказательство. При доказательстве основного условия 
предполагается^ что компоненты вектора Чг являются функционалами 
от управленияй() и матрица функциональных производных бй] 
в общем случае не нулевая. В силу этого справедливо разложение

Н(Т«, ж. й> = Н(«Г. х. й)-2^/^.
(И)

Учитывая (12) и используя стандартные схемы доказательства 
обычного принципа максимума, после несложных преобразований мож­
но получить первое условие в (II) (4).

Доказательство условия 2° аналогично известным схемам для 
стандартных задач оптимального управления (5). Условие 3' будет до­
казано в ходе анализа полученных результатов.

Из условия Г следует, что на оптимальном процессе (й*. х*) мак­
симума достигает функция Н°, которая в силу своей конструкции мо­
жет быть названа неполным гамильтонианом.

Нетрудно заметить, что
дН* ()Н 
аа ао

(13)

Следовательно, решение, полученное из уравнения ан /ой—0. бу­
дет совпадать с решением ^Н/ай-О, причем дН/ди построено при фик­
сированном Т.

Так как задача параметрическая, то тп+2 (0)— Ч п+г( I) = и из 
(6) имеем

т,.։ = — [՛ —<«= - ։х₽1,т. <н)п ар
Когда 1 = Т, то из (14) получим Ч'п+г-2^0-0.
Следовательно, на 10. Т]

(15)

Из условия Г теоремы имеем

1Н°=0, 1 — 1. т . !=£]; 
аи։

— ).51?ПУ|=0.
ау1

(16)

Обозначим 21



. Ы~ Ц : оН° Т];.

.7.• * м-п-^^о. т|.
Согласно (10), (16) имеем: 
а) если р*0, Х=0, то

Ч'п+, = Ч'п4֊,=-<ЭН°Л?и։ = 0, у1еЮ, Т],

т е. К = 0, М=(0. Т); ‘ ‘ '1
6) если же 0=0, Х=#0, /то |V) | (И = 5, то М#=0.
Легко проверить, что когда дН^и^О, тогда У(=0. В самом деле, 

если сИГ/би^О и \д¥=0, тс Ч'пх^О и Ч'п+|—переменная во времени 
функция, что противоречит уравнению (16). Следовательно, на N долж­
но быть выполнено уравнение У](0=0. В силу этого уравнение (16) 
на N становится неопределенным. Однако неопределенность уравнения 
(16.) .на \ не вносит неопределенности в решение задачи 1, поскольку 
на *4 V) (1) определенно. . • . , . .. . Я | ?

Таким образом, при Х=#0 оптимальное управление должно опре­
деляться из уравнений . ■. V ■ мЙм

— .-=0 на М. V|=0 на Ы, М11М = (0. Т). (17)
• • • • • •

Однако при заданном X множества М и 14 определяются неодно­
значно, в результате и решение задачи 1 получается неоднозначным. 
В связи с этим возникает вопрос выбора такого X, при котором 5* до­
стигает минимума при заданном 5. 4 д--֊

Можно доказать, что множитель X, обеспечивающий равенство 
г
[ [У)| (1( = 8 и доставляющий минимум функционалу 3 , минимален.

Очевидно, что

I %,♦,(!)!
=л, при 1 (֊ М 
=^>., при 1 ֊ М

Причем на X справедливо
С’ / <>Ни Тп+1(1)=Тя+։(|.)- (Ц, 1€=Д1։.

.1 1։\ дЦ| /
(18)

которое следует из (10) где 5 = 0, е, 1о=0, △15=1։+|-48, 1е+։=Т, 
дН /ди)) *=<9Н /с)и(| п=0, Ы=и △15, М = 0^15, а, д — соответственно 

т ... •
множества четных и нечетных чисел последовательности натурального 
ряда до е, е = 2к; к—число интервалов, на которых У) = 0;

'♦Гл>1(1ч)=>-5^ПУ|(1:,—0);

Ч'п + ։(и+1) = А51?пУ|(1. + 1-Ь0). (19 )
Если Мо= {1:о*Н°/си1= о, У)(1)=0} сМ и Мо=^0, тогда на Мо 

5>пк \,(1) неопределен. Однако, учитывая (18), (19) и (?Н°/^Ц) = 0 
н.а Мо, получим Чгп+!(1) =^п+1(1»), где 1е 18,Д18с:Мо, 15—предельная 
слева точка подмножества △(։.

Неизвестные моменты времени 14, 5=1, е, определяются из условия 
Х8^пу1(1,+|-Е0»—Х81кпуД1։֊О), б- 2, е—2

°’՜ Х51впу|((։+14-0)—Ч'։41(11), 8=0 (20)
^■+։(1։ + ։)— Хе1^нУ|(1։—-0),

и



где

У О
-О

когда □(/) фиксировано 
в противном случае, 1=0:

Из (20) легко получить

12,1
=2Х, если s=2, 4...... е—2
=х» когда ¥n+։(t,)^0 I
<< когда г

Минимальность к следует из (21). Неотрицательность 
доказать известными схемами.

Задача 2. Пусть требуется минимизировать (6) при 
ниях (1), (2) и

(21)

к МОЖНО 

ограниче-

V,ymu(t)«sup V || u(tk)֊u(t։_1) Ц <S։, 
1-1 (2S)

где \тоти(1)—полное изменение вектора и(1) 
дова норма; 1Г=Т; 5։—заданное число.

Обозначим

на (0, Т); ||«||—евклн-

?=R— | u II -=0; (23)

R =v=fi+i(v).

Тогда, предполагая R (4) непрерывным, выражение (22) можно 
заменить интегралом

^Х0=^Р|с1^3։. (24)

Введя дополнительный параметр р,. неравенство (24) можно све­
сти к равенству

У;и(1)-5։^ =0.

и, поступив так же, как и выше, интеграл (6) представим в виде
т .

J ■ = | flt( х, и, v,
О

pjdt-хд.

где

(lvl+y₽0.
p(t), X,— множители Лагранжа, Xieconst на 10, Т).

После этих преобразований задача 2, как видно, сводится к типу 
задачи I. поэтому результаты се решения без существенных изменений 
применимы для задачи 2.

Замечание. В задачах, рассмотренных выше, предполагалось, 
что функции Uj(։t) и R(t) непрерывны. Однако в задачах оптимально՝ 
го уравнения, как правило, управляющий параметр получается кусоч­
но-непрерывным. В силу этого интегралы (5) и (24) соответственно 
должны быть заменены на



VI и։(1) = у,|<Н+Т|Ем|<;5;
° • * г*? ^ ՝՜’՝՝^! ВЦ И ■ I1

V’и(») = Пг|<п+£|б,|«;5։, 
о I-։

где

£ц=и|(1։ + 0)—0), 1=1։ Ч»

$1=Е(1։+0)-И(1։-0), 1= 1. р.

Я и р — соответственно число разрывов функций иД!) и К(1) на [0, Т]. 
Эта замена принципиальных изменений в полученные выше результа­
ты не вносит Действительно, если функции иД1) и !?(() непрерывны, 
тогда (4) и (23) должны быть заменены соответственно уравнениями

ч .
I ՝иI- 1

R ^ս+շյԱձէէ-է,). 
1-»

Институт Лрматом

II. Վ. Շ1ԱՎԵՐԴՅԱՆ. Ա. II. ՇԱՀՎԵՐԴ31ԼՆ

Կաոաւ| ш րող ֆրււնկցի ա ւ ի 1г|и| փոփոխո ւ|> յան цшК ման ափ ակ մա մր 
նամա կ ա Ր(|ե րի օս|տիմա|ո ւթյան անհրամ^սւ սյայմաննե гр

“Ժ
Դիտարկված են Համակարգերի օպ տ ի մ ի գա д մ ան խնդիրներ Հետևյալ տի֊ 
սահմանափակումների դեպքում»

1) \ԴԱյ(է)տտՏ=(2օոտէ, 
շ) ՀԼ ւ։(է)^Տյ=Ըօոտէ.

որտեդ \րԱ/է)-ե Ա/է> ֆունկցիայի լրիվ ւի ո փ ո խ ո ւ թ յո ւնն [()> Ղ/ միքակայ- 
քոլմ, \;1օրոԱքէ)-ե, Աք է) = / Ա\( է) ԱոՀէ^/ վեկտորի չափի յրիվ փոփոխու֊ 
թյոլնն է IV միջակայքում, ֊ ե կառավարման ա ևո դութ յո ւնն է։

Ա»յդ երկու խնդիրների համար ապացուցված են թեորեմներ օպտիմ ա/ու- 
թյան անհրաժեշտ պայմանների վերաբերյալ: Թեորեմների ապացուցման րն~ 
թ ա ցքո լմ Հ ա մ ա լ ուծ վեկտորի ՝|ք րադադրիշներր դիտարկվում են որպես ֆուակ^ 
ցիոնաք կաոավարման ֆունկցիայից, որոնք ունեն զրոյից տարրեր ֆոլնկցիո^ 
նաք ածանցյալներ։

Թեորեմների Հիմնական ա ոն չութ յ ուն ի ց հետևում է, որ օպտիմալ պրո֊ 
ցեսների ժամանակ մաքսիմում արժեք / ցնդունում Համի/տր^նի ոչ /րիվ Ւէ“

* ետևանք и տ ա

ֆունկցիան: Այն որոշվում է որպես Համի/տոնի սովորական Ւ1 ֆունկցի ա յի և 
նրա գիֆերենցիւսլի րսւո համալուծ վեկտորի ծւ!Ղ1 տարբերություն։ Որպես 

ցվեւ է /511' ԺԱՅրժՒ! Ժլ|. որւոեդ ԺՒ1 Ժէ1 / կառուցված է սևեռված 
- ի ժամանակ:

Դիտարկված սահմանափակումներով օպտիմալ կառավարման համակաց֊ 
^երր ունեն /այն կիրառական նշանակություն Հատկապես «սահոց ռեժիմնե­
րով» խնդիրների ուսումնասիրման համար։ Հոդվածում բերված օպտիմ ա/ու - 
թյան ան . ր աժ եշ տ ս/ այմ անն ե ր ր կ իրաո ե լի են նաև « Ա ա Հ ո դ Ո եմ ի մն ե րո վ » իւքն֊ 
Ոի բների յոլծման Ժամանակք որոնց Համար սովորական մաքսիմումի սկգբուն - 
ՒՐ կիրառեի չէ,
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