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Постановка задача. Рассмотрим систему, описыв։емую уравне-
НИЯМИ

*(')* А(0х(0 + х(/0) = л,, (1)

у(О = /У(0л(0.

Здесь д’(/) —«-мерный вектор ссстояния, и(1) и у (/) — /л-.мерные 
векторы входных (управляемых) и выходных (наблюдаемых) коорди­
нат. соответственно. Система (1) рассматривается на конечном проме- 

&
жутке времени Т— 0]. А, А) и Н— матрицы соответствующих 
размеров. Предполагается, что элементы этих матриц являются дей­
ствительными функциями времени и дифференцируемы любое число 
раз на интервале Т.

Закон управления, который представляет интерес, имеет вид (')

и(0 = С(0д(О + <2(ОЦ0, (2)

где С(0 - т-мерный вектор входных переменных, С (/) и Ц (0 - не­
вырожденные матрицы.

Задача состоит в том, чтобы выбрать такой закон управления, при 
котором достигается развязка переходных процессов системы (1), го 
есть замкнутая система имеет диагональную матрицу фундаменталь­
ных решений.

Предварительные замечания. В данной задаче важную роль игра 
ет оператор

*,()- Д-(.) + (.)Л(О. (3)

Аргументами этого оператора могут быть любые матрицы. Обозначим 
через Аг ■',(■) композицию этого оператора. Пусть А։(О, .... А„(Г) есть 
т строк матрицы //((). Определим целочисленную функцию времени
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1,(1) как наименьшее неотрицательное число / для каждого момента 
времени ։ Т, такую, что М‘А (/1Я) (О О (/) 0, 5=1. 2.......т. Здесь

предполагается, что каждая функция 13 (Г) есть константа н пусть 
Р = ш1пВ общем случае можно считать функции /л (/) постоям-

ными Н1 подын’ернала< общего ннтергата 7'.
По существу задачи развязывания линейных песта пионерных си­

стем встречались в работах (2՜5). В (2 О показано, что необходимыми 
и достаточными условиями существования развязывающего закона уп­
равления является условие, согласно которому матрицы

Я*(0 =
<-(М(0 D(t)

(Я

являются невырожденными для каждого момента времени <£7՛. По­
казано также, что если матрица О* (/) нсвырождеиа в каждой точке

/ и /։ = /, = ... *= 1т — [\ то

I* < (п — т) т. (5)

Кроме того, если пара (А, /7) однородно наблюдаема на интераале Т 
с индексом наблюдаемости т], то тогда

(6)
В настоящей работе основное внимание уделяется развязке каскадных 
систем ( ■•).

Развязка переходных процессов каскадных систем. Рассмотрим 
фильтры с гп входами и выходами, описываемые системой уравнений 
С’).

z(t) = z(t.) =0, |7)
£(0 = Ф(/)г(Г).

Определим параметры фильтров р (t) кяк наименьшее отрица­
тельное число i такое, что /40^0. где /?(0 есть /-тая
строка матрицы Ф (Г), j = 1, Предположим, что p}{t) есть кон­
станта р. для всех t Т и пусть р* = min р . 

/
Известно, что если фильтр (7) соединен каскадно с (1) так, что 

w(0 = £40. то результирующая система описывается уравнениями (’•4)

л(/) =А(Пх(0 + 5(От/(/),

у(о = /7(0х(0.
где

*(0 = •»(') 
z(0

Л(0 =
А(0

О я (О

Н(1) = [0(0 0J,
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и при этом для любых неотрицательных 
соотношения (4)

целых чисел i ц ч верны

ЛГНЛ';(Л/)(0^(0Ф(О)(/)5(/) =

О,
(9)

гф) - С(0*(0 + Q(0W - C,(0*(0-г С։(0*(0 • (?(/)•(/), (Ю)

где невырожденная матрица для каждого момента времени Г.
Развязывание нестационарной системы с помощью обратных свя­

зей. Предположим, что каскадная система, составленная из |1) и 
(7), охвачена обратными связями по соответствующим выходам Если 
предположить, что ру = /?, = ... = Рл = Р*, то можно доказать следую­
щие положения.

Лемма. Для любого неотрицательного целого числа 1 справед­
лива формула

ci <֊*

at ь-о

d՛
V -----
TTo dt

1-Я-1
У N*(M—
m-J n ' .4

*-0

^(/у>(Оа(/)Ф(0)(/)А(0^(0 • (11)

Доказательство леммы приведено ниже.
Теорема 1. Пусть пара (А, Н) однородно наблюдаена на ин­

тервале Т с индексом наблюдаемости к пусть обе матрицы-. 
D* (/) (см. формулу (4)) и F* (t) являются невырожденными в каж­
дый момент времени t^T. Тогда, если для фильтра выполняется 
условие р* т; — Г — 2, то существует развязывающий закон 
управления

тф) ^Cu(t)d‘ y(t)/dil + C,(t) z (t) 4֊ Q(OUO- 
1-0

U2)

где Ц(1) — невырожденная матрица.
Доказательство теоремы 1 приведено ниже.
По аналогии с (6) при условиях теоремы 1 имеем /*<т}֊1, и 

следовательно, —2С(—Ь 0» 1» 2» •••)•
Следствие Если для системы (1) справедливы гипотезы 

теоремы 1 и, кроме того, = то для развязывания не
требуется наличия фильтров. Если ^ — Г —2-0, то тогда можно 

использовать фильтр т(/)^т»(/)-
Доказательство этого следствия также смотри ниже.
При выполнении условии теоремы 1, а также в силу (.՝) имеем

7( _ /♦ — 2 < р* < (л т);т.
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Таким образом, нижняя граница тля требуемого порядка фильтра 
согласно теореме 1 определяется неравенством /п(7, Г 1). Чт - 
бы применить фильтр низкого порядка, требуется получить соотноше­
ние между параметрами р* и для систем различных классов (’•). 
Существует один класс фильтров, который легко использовать для 
произвольной системы. Пусть

О 1 0...0
О 0 1...0• • • •• • • •• • • •
О 0 0 .. 1
О О 0...0

Л' = [0 0...0 1],

Ф = [I 0...0 0],
(13)

где каждый элемент 1 и 0 матриц В, В и Ф либо единичная, либо 
нулевая матрицы размером т ■ т, соответственно. Если каждая строка 
и столбец матрицы В ^содержит р матриц размера т >. т, то можно 
вычислить, что Р\ - ж ... = Рт — р*=р —1 и л0 -т^. Фильтр, удов­
летворяющий условиям (13), имеет не наименьшей поря ток. Однако 
его преимуществом является применимость к различным системам и 
отсутствие пр >иэводных от выходных переменных в развязывающем 
законе управления.

Теорема 2. Пусть пара (А, Н) однородно наблюдаема на ин­
тервале 7 с индексом наблюдаемости >], и пусть матриц! /Э*(0 
нечырождена на интервале Т. Тогда, если фильтр определяется 
матрицами (13) и имеет порядок п^-т(^ — 1), то существует
З'лсон управления

у(О = СД0У(0 4֊С,(/)г(0 4֊ (14)

который развязывает переходные процессы составной системы.
Заметим, что эти результаты обобщаются на случай, когда в ниж­

ней строке матрицы В стоят блоки матриц В{ размера гпХгп.
Доказательство теоремы 2 также приводится ниже.
Д о к а з я т е л ь с т в о леммы. Воспользуемся методом математи­

ческой индукции. Для I'«О результат трнвнвиале.ч. Предположим, что 
формула (11) черна для I = 0, 1,.../։. Пусть I ~ /, - 1. Д»։4 ферен- 
цируя производную </'у(/)/<л\ получим выражение

^х1у(0.'^' + ։ = \д\’^(Н)сИ\х +- Л/'^(//)(Дх Д- ЛФг) +

1 (Н)Т)ФУ41\г 4- • (И) /ЭФ) (Вг 4֊ Гъ)

а -«0

' V \у»(М-’֊‘֊։(/7)/ЭФ)/?г» 
*-0

из которого нетрудно получить искомое выражение (И).
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Доказательство тепремы 1 
лэ /*, из равенства (II) получим

Используя определение чис-

(Л'у/сЛ1 = Н‘А(Н)х +
*- о

4- Х^в V А/^^,Аа֊л^ (Н ) ^ф) Ги ЛС. 
О о * ^0

Если Р՝>Т1 ֊/*-2, ТО Л/*(ф)Л' = 0. *=г0. I...... т;-/’_з Ис
пользуя этот факт, а также формулу (9), приходим к условию

Л’*(^-в֊^֊?(//)ОФ)Л=0,

где к « 0, 1, ..., т, — /* — 3; /«о, 1, ... 1; а = 0,1, ...', т} — 3.
Таким образом,

а1 у1(И‘ = Л'' (Н)х 4֊ '»(//)ЭФ)г,
<-0 

— 0, 1,..., 7} — 1.

После подстановки этого выражения н формулу (12) требуется ль- 
Л хч

казать, что существуют матрицы С։ и Сп, I - 0, 1... ,т,-1 такие, 
что закон управления

1-0
+ '(Н)ОФ)г

Л— 1
+ С2г֊^; (15)

развязывает составную систему. Итак, существует закон управления 
в форме (10). Приравнивая (10) и (15), получим

с, = \СиН'А(Н), (16)
4-0

с, = 'уС1/у^(ЛГу-'(«)ОФ) + С„ о = $. (17)
1-0 А—О

Так как пара [А, Н) однородно наблюдаема с индексом т), то суще- 

ствует по крайней мерс одна совокупность Сп , I = О, 1................1.

которая удовлетворяет формуле (16). >огда матрицу С։ можно по­
лучить из соотношения (17). Таким образом, получим развязываю­
щий закон управления требуемой формы, что и требовалось доказать.

Доказательство следствия. Если ^—/* — 2 = 1, то
тогда /* = 7} — I и. таким образом, А/‘а(Н ) О « 0, / — О, 1...... т) — 2-

Используя это условие в соотношении (11), получим (/ у՝(11 — 
= А/\(Н)х. Итак, развязывающий закон управления в форме (2)

можно представить в виде
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Если т; — /♦ — 2 = 0, то тогда можно принять, что р* - 0, и следова- 
тельно, можно применить фильтр г = V.

Доказательство теоремы 2. Так как выход системы яв­
ляется входом для фильтра, то фильтр можно описать системой 
уравнений (’• '• ’)

= «1 = «, = И.

Вектор состояния фильтра можно представить как г' = [и, и3... 
...« ։|. Нетрудно также показать, что для фильтра д* = т] — 2 и 
/7* = А’^՜- (Ф) Р » /. В соответствии с теоремой I составная система 
может быть развязана с помощью закона управления

V » у С,. а1 у,<Н՝ +- С,з 4֊ (Л 
/••О

который можно представить в виде

и , = ус. а'уие + УСЯ^«,/Л' + &. 
/■О 1=0

(18)

Целесообразно рассмотреть такой вариант фильтра, для которого в
законе управления не требуется произв >двых ог выходных к юр и-

нат у(1) (у). Пусть и} = и՝ — О,у, где (70 = С, ,_։. Тогда уравнение
(18) можно представить как

О 1 0 ... О

О 0 1 ... О

О 0 0 ... 1

С,.о
✓ч

С2.1

(19)

где — нестационарные матрицы размера тХт, / = 1
такие, что

с, = с,. + V V я - ֊ ' ) С,.
,.-о »- о\т, — / — 1 /

4 1И1 ; Ти С2< । = 1. В таком случае закон управления имеет форму, задан­
ную выражением (14).

Пример. Рассмотрим систему (10)

о 
о
1

1 
и 
о

о о
1 
о

о
Л(О = «(О- У(Л =1

1 о о
О 0 1

х(0,
о ехр(/)_
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для которой п - 3, т — 2 Прямые вычисления дают /, = !, /, = о, 
т) = 2, /* = О, матрица £>•(/) невырождена. Поэтому система может 
быть развязана с помощью обратных связей. Так как т, - I* — 2 = О 
то в соответствии со следствием выбираем фильтр второго порядка, 
описываемый уравнением В этом случае система опре­
деляется уравнениями:

л (/)
>(')

-010 
О 0 1
1 о о 
ООО 
ООО

о о
1 1
О ехр(/)
О О
О О

-О
х(1)

*(П

о
О 
о

0^.

* (О,

У (О = 10 0 0 0
0 0 10 0

-НО 
2(0

Теперь можно развязывающий закот управления представить в форме 
(10). где

У(0- о*՜’ (0 = 1 — ехр( —О
О ехр(£)

— 1 ехр(—О О
О — ехр( —О О

С,(0 =
1 — ехр(П

— 1

Развязывающий закон управления в форме (12) можно получить из 
соотношений (16) и (17). В данном примере имеем

֊' ехр(—/) 01 Г . О О
О — ехр( — О 0 0 0 1

и следовательно,

С10(0 =
-1

О
О1

4՜ Сп (О

ехр(-0
—ехр( 1)

Отсюда равенство (17) имеет

О 1 —ехр(—/) = £
О -1

вид

ехр(—/) О О
-ехр(—/) О О

О
ехр (Г)

О
О

О 1 О
1 О О

О
О

и поэтому

Са(/) =
1 ехр(ОО

О

Окончательно получим
г»(О = Сю (О У (О 4֊С„ (ОУ (0 4֊ С,(/)г(О+ 5(0 ЦО-

Чтобы получить закон управления в форме (14), используем проце­

дуру, наложенную при доказательстве георамы 2. Пусть и(() 

= «(0-Со(/)У(0, где

К
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Գ ( 0 — Գ1 (О
схр( է)

—ехр(-о
О
О

I

Используя равенство (19), получим

U(/J = С.„ (/)«(') + Գ <')>■(<! -- Q
где

^։о(О — ^5 (О» G,(/) = С10(/) + Ժ,օ i/) <?, (/) -Gc(/) =

Такны образом,

« (0 =
1 — exp ( — t)

-1
«10 +

-exp( է) 
ехр(—/)

О
О

1
о

и следовательно, развязывающий закон управления имеет вид 

«(О = «(О -Ւ Ос (/)>» (/).

Ереванский институт народного хозяйства

Վ. Կ. ՕՐՈԻՏհԱՆՈչ ստացիոնար համակարգերի համասեռ արձակումն puin ելքի հետարյսւրձ կապերի կիրառման
Դիտա րկվում է գծային ոչ ս տա ցիոնար համակարգերի ան ցու մ ա յին պրո­

ցեսների արձակման Ւ՚նդիրր Հետադարձ կապերի օգնությամբ: 1սնդր ում պա­
հանջվում է ընտրել այնպիսի կառավարման օրենք, որում իրագործվում է 

• ամա կարգերի հակազդումների ա ռան ձն ա ց ո լ մ, այսինքն փակ համակարգե­
րը ունենու մ են ֆունդամենտալ լու ծու մն երի ան կ յ ո ւն ա դ ծ ա յ ին մատրիցներ։ 
Դի տա րկվում է նաև բազմաչափ մուտքերով և ելքերով ֆիլտր, որր կասկա- 
դային եղանակով միացված է ո ւ ււ ո ւ մն ա սիրվո ղ համակարգի հետ։ Կազմածո 
համակարգի անցումափն պրոցեսների արձակման ի^նդրի լուծման համար 
ենթ ա դրվում է, որ գծածին համակարգի բոլոր ելրերր Հանդիսանում են ֆիլս:- 
րի մուտքեր և այդ նկատառումով հաշվարկվում Լ կառավարման օրենքը, որը 
առանձնացնում է կազմածո համակարգի անցումային պրոցեսները։ Դի­
տարկվում է թվային օրինակ: <
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