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1°. Задача описания всех линейных гиперболических уравнении, 
удовлетворяющих принципу Гюйгенса, известна как проблема Адама- 
ра. Сформулированная еще в 20-х годах нашего столетия, эта пробле
ма. несмотря на усилия многих известных математиков (исторический 
обзор см. (։2)), до сих пор полностью не решена. Первый значитель*' 
ный вклад в решение этой проблемы внес сам Адамар (3), который 
списал элементарное (фундаментальное) решение задачи Коши для 
гиперболического уравнения

(1)

ди 
д*

(2)

Здгсь 5— пространственно-подобное многообразие размерности (п,—1), 
ди еа —------ производная в направлении нормали » к 5.
д'»
Определение 1. Уравнение (1) удовлетворяет принципу Г юй- 

генса, >если значение решения задачи Коши (I), (2) «с произвольными 
начальными данными в каждой точке х зависит от начальных данных 
только на пересечении многообразия 5 с характеристическим коноидом 
с вершиной в точке х0.

Элементарное решение уравнения (I), согласно теории Адамара,— 
это решение, имеющее особенность вдоль некоторой (действительной 
или мнимой) поверхности. Ответ на вопрос, какой должна быть эта по
верхность, дает важная теорема Леру и Делассю (см. (3)): всякая син
гулярная поверхность, представляющая решение линейного уравнения 
(1) с гладкими коэффициентами, должна быть характеристической 
поверхностью.
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Адам.-.р выделил среди этих поверхностей характеристический ко 
ноид

Г (х, х0) = О, (3)
с вершиной в точке х0, где Г (л, хв) — квадрат геодезического рас
стояния между точками д* и х0 в «-мерном римановом пространстве 
с метрикой, порожденной коэффициентами (х). Если искать эле
ментарное решение уравнения (1) в виде

= (4)
»-о

с гладкими коэфф щиентами U, — 1, 2, ...) и L/o=- I, то непосред
ственные вычисления дают

п ֊ 2
р-----------г-;

2 / 4։’ J U,
О

(5)

(6)

Здесь интегрирование ведется вдоль геодезической кривей, соединяю
щей х0 с х. При этом параметр 5 выбирается так, что точке х0 соот
ветствует зна 1ение $ — 0.

Из формул (5), (6) следует, что для нечетных п р- не i слое 
чи до и все L/\ однозначно определяются. Для четных п р— целое 
число и Uл 2 определяется только при выполнении .условия сог- 

~Т~ 
ласования"

L СК _4 =0. (7)

В случае же, когда условие (7) не выполняется, в элементарном реше 
нни появляется логарифмическая особенность

л - I
_ n֊2 ~i~ - - "~2

и - г '2 /'.Г’ - In г s и.г ’ 
г-0 > ■ 3

(8)

Пользуясь представлениями решений задачи Коши через коэффи 
циенты элементарных решений (4), (8), Адамар доказал, что для не
четных п нет гюйгенсовых уравнений (3). Если же п —четное, то от 
сутствие логарифмического члена в элементарном решении (8) (т. е. 
выполнение условия (7)) эквивалентно выполнимости принципа I юн 
генса для уравнения, формально сопряженного к (1). Это утверждение 
принято называть критерием Адамара.

2®. Возникает естественный вопрос: какое свойство нелинейных 
уравнений является обобщением понятия гюйгенсовости■* Для ответа 
на этот вопрос дадим, следуя (4), определение свойства Пенлеве.
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Пусть
Ф (-<!............... = О (9)

является (я — 1 )-мерной поверхностью.
Определение 2. Дифференциальное уравнение с частными 

производными (не обязательно линейное) обладает свойством Пенле
ве, если для произвольного решения, представимого в окрестности мно
гообразия (9) в виде

и = Ф' V и. Ф’ 
«—о

с гладкими коэффициентами О,, р является целым числом.
Из определения 2 следует, что при наличии свойства Пенлеве осо

бенность решения должна быть полюсом. Сравнение с вышеизложен
ным приводит к следующему результату.

Теорема 1. Уравнение (1) обладает свойством Пенлеве тогда и 
только тогда, когда формально сопряженное к нему уравнение удовле
творяет принципу Гюйгенса.

Заметим, что в качестве поверхности (9) для уравнения (1) мо 
жет служить только характеристическая поверхность. При этом доста 
точно ограничиться рассмотрением только характеристических конои
дов. так как любая характеристическая поверхность «соткана> из би
характеристик, каждую из которых можно «вложить» в соответствую
щий коноид. Поэтому наличие на такой поверхности отличных от по
люсов особенностей решений приведет к появлению таких же особенно
стей на коноидах.

Тест Пенлеве играет большую роль в теории нелинейных интегрируе
мых методом обратной задачи рассеяния уравнений. Теорема I указы 
вает на тесную связь принципа Гюйгенса с такими уравнениями. К та
кому выводу приводит и анализ результатов работ (2), (5) и (6).

В (։ ь) рассматриваются уравнения вида

и,( — 4֊ аЛ* - О ь (УО и = 0

Строятся функции ИУ։)~НУ։« Ть , Т/)> зависящие от у, и произ
вольных постоянных д։, для которых уравнение (10) удовле
творяет принципу Гюйгенса. Эти функции оказываются рациональны
ми решениями уравнений в иерархии (7) уравнений Кортевега—дс Фри
за.

и1 — А * (и I А — 1, 2, ..., (11)

। де операторы Хк записаны в переменной у,.
Теорема 2. Пусть уравнение (10) удовлетворяет принципу 

Гюйгенса. Тогда существуют рациональные функции (т։. ... • Ту ) 

такие, что Ь {уъ ь.......т,) является решением уравнений (11), где
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Дальнейший анализ критерия Адамара показывает, что теорема 2 
Даст необходимое, но отнюдь не достаточное условие гюйгенсовостч 
уравнения (10).

Сравнение с результатами работы (7) показывает тесную связь 
принципа Гюйгенса и биспектральной проблемы.
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