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Вводится понятие нормализации мономорфизма в общих категори
ях, у. ланавлнвается условие его существования. Доказывается, что 
степень сепарабельности мономорфизма Аф Я в мономорфизме Аи Ա7 р<?в- 
на индексу группы изотропии его нормализации А, С в и относительно 
группы изотропии мономорфизма

В этой заметке все морфизмы мономорфны. Такие категории мож
но получить, если из произвольной категории отбросить все морфизмы, 
не являющиеся мономорфизмами. По поводу обозначений, определений 
общекатегорных понятий регулярности, нормальности, степени сепара
бельности, группы изотропии и т. п„ а также результатов категорной 
теории Галуа можно обратиться к (’ 2).

Предложение Г Если морфизм. А/С нормален в морфизме 
А«1Г, то все элементы Տ1 обратимы, т. е. [изотропная полу
группа ՏԼ совпадает с изотропной группой &.

Для произвол).чего имеем и=х^=ХТ^ при некотором
Сто 1^. По определению нормальности у в и существует автоморфизм Հ такой, что тто =« -/то. Отсюда 7 — 1' в силу мономорфности то.

Далее предполагается, что все левые делители морфизма Аи IV 
регулярны в нем (стандартная ситуация, когда Аи V' — регулярное 
замыкание объекта А). В частности, и регулярно в себе. Тогда и

Տս հհԱ
.. _г — (/ .

Нормальным замыканием или нормализацией морфизма А<?В 
в морфизме АиМ называется морфизм А/С, нормальный в и, деля
щийся на ք и делящий всякий другой морфизм, удовлетворяющий 
этим двум условиям.

Предложение 2. В случае существования нормализация 
А/С морфизма А?В в А и XV определяется однозначно с точностью 
до изоморфизма объекта С.
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Пусть Ау'С также является нормализацией т в и. Тогда х — ур* 
и у — у'з при подходящих морфизмах Сз'С' и С'зС. Подставляя зна
чение у из первого равенства во второе, получаем у = х<։'о, откуда 
в силу нормальности у согласно предложению 1 а'з ■ (3՝. Легко про

рв тся, что если композиция мономорфизмов обратима, то сами 
мономорфизмы обратимы.

Подобъект С®У7 называется инвариантным относительно эндо
морфизма 1Го>УР, если да перестановочен с ш, т. е. да» = уда при под
ходящем эндоморфизме у объекта С.

Предложение 3. Морфизм АуС нормален в АиФ тогда и 
только тогда, когда существует Си-инвариантный подобъект 
С» У/ такой, что и = х®.

По определению, если / нормально в и, то морфизмы из множе
ства частных /\и отличаются на автоморфизм объекта С, т. е. опре
деляют единственный по (.объект да объекта №, удовлетворяющий ра
венству и = у®. Из свойства единственности такого подобъекта сле
дует его инвариантность относительно всех автоморфизмов из (7“.

Обратно, пусть для у существует О"-инвариантный подобъект 
да£у\«. Тогда в силу регулярности любого левого делителя в и 
для произвольного т' ^у\и имеем и՝' = с ш £ С", Ввиду (3й-инва
риантности ю при подходящем эндоморфизме СуС уда — да«>. Анало
гично даш-։ = у'да, причем •/ *= у՜1, ибо у'уда = да, уу'да — да.

Из доказанного ■ частности следует, что (3й-ивариантный под
объект да(:ХЧи определяется однозначно.

Из определения нормализации немедленно следует
Предложение 4. Левый делитель А^В морфизма Аи№ 

имеет нормализацию в и тогда и только тогда, когда семейство 
всех Си-инвариантных по^объектов С’ы У/, ассоциированных с де
лящимися на 9 и нормальными в и морфизмами Ау'С, имеет наи
меньший элемент Сда IV’. При этом нормализация ? в и представ
ляется любым морфизмом укисли.

Теорема 1. Для существования нормализации в морфизме 
Аи№ его левых делителей достаточно, чтобы в ординале (упоря
доченном классе) Ри(1Г) подобъектов объекта 1Г, содержащих 
подобъект и, были определены пересечения произвольных семейств 
01 -инвариантных подобъектов.

Поскольку семейство (/"-инвариантных подобъектов из Ро(1Г) не 
пусто (ибо содержит тотальный г объект I а.), доказательство тео
ремы 1 сводится к предложению 4 рн условии, что

(I) для данного морфизма А* тересечение Сда IV’ всех О“-мнва- 
риантных подобъектов С,® лс^ые частные по которым

делятся на ср, само (/“-инвариантно;
(11) делится на р.
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с/ -инвариантность « следуе з нижеприводимого общего ут
верждения.

Предложение 5. Семейст Р' (IV') подобъектов объекта Ц”, 
инвариантных относительно действия заданной группы О авто
морфизмов объекта Ц/, замкнуто относительно пересечений и 
объединений подобъектов.

Справедливость предложения 5 очевидна, если учесть, что при 
изотопном преобразовании класса подобъектов Р(1У) объекта IV'

Р( , W<% = W-U),

ассоциированном с автоморфизмом образы пересечения и объе
динения подобъектов совпадают соответственно с пересечением и объ 
единением их образов. Этот факт легко устанавливается с иопользова 
нием отображения ю՜1.

Проверим, чго / делится на <р.
Для произвольного и любого I имеем В

силу регулярности ® в и найдется автоморфизм такой, что
v — wt <uf. Подставтяя эго значение v в предыдущее равенство н 
используя нормальность /7 в и, найдем автоморфизм у։ , удовлетво
ряющий равенству w. = ^<1^. Значит v = 7. . w(, т. е. v < wt при
всех i Следовательно, v < w и v — tew. Из равенств /а? = и — -рг՛ — 
— ©l»w заключаем, что х — 0.

Согласно предтожеиию 5 в случае существования пересечений в 
ординале Р ( IV ) его подкласс Р£ ( IV ) ори G = Gu образует систему 
замыканий и нормализация любого левого делителя А^В морфизма 
Аи1Г в а задается как /^uw, где w — замыкание произвольного 
подобъекта и£‘р\и в указанной системе замыканий.

Подобъекгы CwW и Cw'W называются сопряженными, ес/и 
w' = wu>, cd £ Aut IV, и G-сопряженными, если принадлежит подгруппе 
G группы автоморфизмов Aut IV.

Предложение б. Если кратный АъВ морфизм А/С норма
лен в AuW, то любой морфизм о^у\и делится на каждый мор
физм

Пусть Тогда = и по регулярности <р в и
имеем v = Vom с u«£G“. В силу нормальности у в и существует ав
томорфизм 7 такой, что тек» = '(W. Поэтому v = Ф-рс՛.

Следствие. Подобъект w содержит объединение всех под
объектов которые в силу регулярности » в и сопряжены
друг к другу.

Предложение?. Объединение w всех подобъектов 
определяет морфизмы x€M/w» нормальные в и.
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Согласно предложению 3 достаточно показать, что подобъект та 
б -инвариантен. Так как все подобъекты сопряжены,
та— и тно' и для любого «>£(7", имеем 

- £0“

там* — и (иш') ш# — та.
■ ’£0“

Теорема 2. Нормализация в морфизме Ад II? его произволь- 
кого левого делителя существует, если Р (УС ) — полная решетка 
относительно объединений.

К соотношению теорем I и 2 заметим, что поскольку ординал 
Р (1Г՜) имеет наименьший элемент и и наибольший элемент 11Г, 
следующие условия для него эквивалентны:

/I/ Ри () —полная решетка по пересечениям;
/II/ Ри () — полная решетка по объединениям;
111 Рм ( УС) — полная решетка.

В случае, когда ординал Ри( ) —конечный (в частности, если 

конечна изотропная группа О*1), слово „полная* не несет нагрузки
Укажем одно применение нормализаций.
Теорема 3. Если А/С — нормализация АфВ в АиУС и ф — 

произвольный элемент и\у, то степень сепарабельности мор
физма ® в и равна индексу изотропной группы С* в изотропной 
группе О1: 8ери <р = (0х: О*).

По определению степень сепарабельности ф в и равна мощности 
множества левых частных <ь\д. Зафиксируем некоторый морфизм 

Ввиду регулярности ф в и для любого существует
автоморфизм тр £ Си такой, что о — Морфизм та перестановочен 
с и> в силу нормальности у в и. так что «= -[ТУ с Аи1С. Поэтому 
множество исчерпывается морфизмами где вследствие мо
номорфное™ те Для того, чтобы указанные композиции были
попарно различны, необходимо и достаточно, чтобы 7 пробегало 
.множество левых классов смежности ОФ\О՝Х.

Следствие. Степень сепарабельности нормального морфизма 
равна мощности его изотропной группы.

Конструкция нормализации полезна и в двойственной ситуации, 
когда вместо мономорфизмов рассматриваются эпиморфизмы катего
рии.
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и. 2. 'МЦЩ9№

1Гп СгнГп г||| с] Впг<Ги1|Ш(р)и/р рГа^КшСпгг 1ри (л В г| л г |) ш & В г п и!

пер 1Л Ьдпр^ шЪЬрт |/ Ъ Ь р 1/п I/Ьп 11/ ( а лВ п Л н рф /» /г ЪпрЛш֊

*> ш и1(ш дт р^тЪр 9 ишшд^тЛ ЬЪ Ърш дл{трршЪ рш^шршр

ЪЬрр։ 1кщ шу пI д ։(п ч1 4 » пр ^пЬт!и 6 шр1ллр Ьп< ру шЪ ши֊

т^&шЪр АиФ JnЪnJлp!/}flflJntJ ^Ш^шишр / ЛпЪлЛпрф/кц/^

шрпи{ [и^р^ риУ'19 АуС ЪпpJш|шgJшЪ ^дпшрлЩ [т/рл^:
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