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(Представлено академиком НАН Армении С. А. Амбарцумяном 30/1V 1993)

В работе (1) приведено точное решение задачи о свободных коле
баниях толстой свободно опертой прямоугольной изотропной пластины. 
Выполнены расчеты на ЭЦВМ для ряда собственных значений и рас* 
пределения напряжений, которые в табличной форме сравниваются с 
результатами уточненной теории пластин типа Тимошенко и с резуль
татами классической теории.

В настоящей работе точное решение данной задачи представляется 
в виде двойных тригонометрических рядов Фурье с помощью двух не
известных функций, что значительно облегчает дальнейшие выкладки. 
Приводится аналитическое сравнение уточненного уравнения С. А. 
Амбарцумяна с уравнением, полученным из точного решения путем 
предельного перехода, а также с уравнением теорий типа Тимошенко 
при различных вариантах функции, определяющей характер изменения 
напряжений поперечного сдвига по толщине пластинки.

1. Задача о свободных колебаниях толстой изотропной прямо
угольной пластины решается с помощью двойных тригонометрических 
рядов Фурье. Пусть на боковых гранях пластины заданы граничные 
условия типа Навье, которые, например, для краев л = 0, а имеют вид

ы, = 0, иу = 0, = 0. (1>

Для приближенных теорий в случае тонких пластин эти условия 
приводят к свободному опиранию по контурным линиям срединной 
плоскости (г — 0)

и) = о, ~ о՛
дх

где ю н V перемещения среаииной плоскочи.
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Искомые перемещения пре тставляются в виде:

т* т*х , лгу-----соэ--------з1п
ч — I Ь

т—1 л— 1

, \ п*„,(О —
г

си 5 лгу
(2)

иг *
-х , пг.у ----  51П  -
а Ь

где а и Ь 
входящие 
в виге

размеры пла тины. Неизвестные функции 
в выражения (2) гл 1 фиксированных т и п, будем искать

£ (г) = Л/ е 1 ;
(3)

Для простоты записи здесь и далее индексы тип пропустим. 
Подставляя выражения перемещений (2) с учетом (3) в уравнения 
движения в перемещениях

(а + ^։у и -г н Лу го! и - р
д3и

из условия существования нетривиального решения системы, Для 
получаем

?։>,= ±мк~ъ, Р։ 4= ±м Г'П=Т, (I)

где
л/5 1/т’ । л’ \ Ри>а

\ а3 Ь3 ) а+2;«)5Г р/И*
Тогда для функций £(г) и /(г) имеем

Я (г) = - ֊71 сь ?,г + А։ сЬ ?,г — -5։֊ ։Ь ?,г + Л, ։Ь 0,г;

''՛ (5)
ЛРД ЛР4

/ (г) - ВэзЬМ---------- ’-аИ ₽։г 4֊ ------ -----
Г։ Р«

В решениях (5) В{, В2, Л3, A^ являются произвольными постоянными. 
При свободных колебаниях полагаем, что лицевые плоскости пласти 
ны свободны от напряжений

= 1хг = хуг = 0, при г = ± А 2. (6)

Возьмем отдельно симметричную и антисимметричную относитель
но перемещения и« части решений. Удовлетворяя поверхностным усло
виям (6), получим соответственно следующие уравнения для определе
ния частоты колебаний:

=
а
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(7)

Займемся уравнением (7) и рассмотрим предельные случаи.
а) Пусть толщина пластины очень мала по сравнению с другими 

размерами: ИМ - 0 и пусть Т)։<П2<1 Разлагая гиперболические тан 
пенсы в ряд и сохраняя лишь три члена ряда, после некоторых преоб
разований получим

и> (9)

Восстановим уравнение, которому соответствует чаете та ш2, выря
женная через (9):.

о’юИУ'м « —рЛ

которое оказывается уравнением классической теории колебания тон
ких пластин.

Далее, сохраняя в разложении гиперболических тангенсов еще не
сколько членов малости высшего порядка, а затем восстанавливая 
уравнение, которому соответствует данное решение, окончательно по
лучаем

Г)Ь‘т£> -4- рЛ д-™ Р*3(1 + ’)
12(1-’)

д'
дР

(I -Ь ’)(! -2’)р’Л3

1 (1֊^ ~д^ (10)

Из уравнения (10) видно, что при пренебрежении последним чле
ном получается уравнение движения классической теории пластин с 
учетом инерции вращения. В целом же это уравнение должно соответ 
ствовать какой-либо уточненной теории.

Однако в восстановленном уравнении (10) знак последнего члена 
приводит к качественному различию с известными ранее уравнения 
ми каких-либо уточненных теорий. Отсюда следует, что восстановлен 
ные уравнения с сохранением следующих слагаемых в разложении ха 
рактеристического уравнения не всегда приводят к ранее известным 
уточненным теориям.
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б) Рассмотрим коротковолновое приближение Л.М — со, В этом ел у 
чае из (7) получим уравнение, характеризующее волны Рэлея:

(2 ֊ т;,)’ = 4 | где » = тп1^I — >)э I 1 — ,

2. Рассмотрим уточненную теорию пластин С. А. Амбарцумяна, 
(’••'). которая учитывает поперечные сдвиги следующим образом

= /(*)?(*, у, /), ь.ж=/(г)|(х, у, /),

где функция ((г) определяет характер изменения напряжений попереч 
ного сдвига по толщине пластинки.

Уравнение колебаний по этой уточненной теории пластин имеет 
вид (3։ 4): . ЛиВ

И Д’ ՝л՝ 2;Л 3՜ | " О

4(1 + '*) 0*0» _
Ж -^7՜" ’

где
Л

Так как в целом сравнение уравнения (11) с уравнением, получен* 
ным из точного решения (10)» невозможно (уравнение (11)—гипербо
лического типа, а уравнение (10)—нет), то возьмем различные вари
анты функции /(г) и посмотрим, в каких случаях коэффициенты при 
третьих членах (члены, учитывающие инерцию вращения) в этих урав
нениях совпадают.

а) /(г)=1 —г’/Л* (Л//0 = 2Л‘/5). (12)

Получим, что для того, чтобы члены, учитывающие инерцию вращения 
в приближенном уравнении (11) и в уравнении (10), совпадали, необ
ходимо, чтобы коэффициент Пуассона был бы равен 1, 2, т. е. у=К2; 
чего не может быть в сплошной изотропной среде вообще. Отсюда мо
жем заключить, что при функции [(г), выраженной формулой (12), 
эти члены не совпадают, . • • *Уд

6) /(г)=1-|г;/Л (Л1//о = 5'12/12). (13)

В этом случае для коэффициента Пулссо։ а полуаем > = 1,25, че(,о 
также в реальности не существует (0 < * <0,5).

в) /(г) = 1 — а, —- - а3 — » а։ + в, — 1. (14)
А А2

В этом случае для соотношения Л40//0 имеем

М _ 40 - 15а, - За, Л, 32 -7а, 
/0 ” 20 (6 — 3а1 — 2аа) ” 20(4-в։)
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Сравнивая у[<«внення (10) и (11), п< лучим:

л 135 —4Ь а »
31 — 10*

а

Попробуем аналитически сравнить уравнение (II) уточненной теории 
С. А. Амбарцумяна, с уравнением уточненной теории типа Тимошенко.

II. Т. Селезов, исходя из метода степенных рядов, нашел в (■*) 
выражение для коэффициента сдвига, которое соответствует аппрокси- 
мании Тимошенко

1

Р։=2(2-+) 05Т7’՜) \ (1֊։)

Формула (15) получена из сравнения для и гибкой волны характери
стики, соответствующей уравнению теорий типа Тимэшсико

|֊2?Л֊- 
дР

2 ] 2/Р 22
₽•(! ֊ *) ։ ./

4(1 ՝
Зр’Е д(' ' ’ (1б(

и характеристики, соответствующей уточненному уравнению, п ՝лу» си
нему из трехмерных уравнений динамической теории упругости, нах их 
двухмодовая аппроксимация (5).

Возьмем различные рассмотренные варианты функции ;(з) (12). 
(13), (14) и сравним приближенное уравнение (И) уточненной теории 
С. А. Амбарцумяна с аппроксимацией Тимошенко (16) с учетом выра
жения коэффициента сдвига (15), полученного И. Т. Селезовым.

а) Требуя, чтобы в уравнениях (11) и (16) коэффициенты при 
всех соответствующих членах были равны, для коэффициента слеши 
получим р2 = 5/6. Но, с другой стороны, для р2 имеем также выражение 
(15). Это означает, что при данной функции {(г) для того, чтобы уточ
ненные уравнения (11) и (16) совпадали, необходимо, чтобы коэффи
циент Пуассона был равен у=0. 425.

б) В этом случае для коэффициента сдвига получается р2 = 4/5. II 
так же, как и в предыдущем случае, уравнения (II) и (16) с >вп; I л' 
лишь при определенном значении коэффициента Пуассона у = 0,25.

ь) В этом случае для коэффициента сдвиг и ։еем

---------- • 
г 3(32-7а,)

Для того, чгоэы уравнения (И) и (15) епШ)Я, необходимо, чтобы

16 4- 40 (у — /о»5 + ) , 
в‘ Г 1 4֊ 10 (* - /0?5 4֊ *ТГ

где знаменатель в выражении Э| не равняется гулю при всех । вольных 
значениях V. Отсюда следует, что при соответствующем выборе коэф
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фициентов а։ и а3 всегда можно найти такие функции /(г), при кото 
рых приближенные уравнения совпадают при всех реальных значениях 
коэффициента Пуассона.

Институт механики
Национальной академии наук Армения

1Г. Վ. ԲԵԼՈԻՐԵԿՅԱՆ, Լ. IK ՄԿՐՏ93ԱՆՍալի ազատ տաաանումների խնդրում լւ նդ|այ հական սանհերի և պտտման իներցիայի 1>աո|աոման հարցի in։r»p

Դիտարկված է իզոտրոպ հաստ ուղղանկ յուն սավի ազատ ւրէա տանում֊ 
Ների խնդրի ճշղոիտ չուծումր։ ներված է Ս. Ա. 2֊ ա մ բ ա ր ձո ւմ յ անի ճշգրտված 
հավասարման անալիտիկ համ եմսւ'տու թյու1նր ճշգրիտ լուծումից սսւՀմանա. 
լին անցում ով ստացված հավասարման հետ, ինչպես նաև Տիմոշենկոյի տի֊ 
պի տեսութ յան հավասարման հետ, րստ սս.\քի հա՛ստության րնդլա չնակաԼ 
սահքի լարումների փոփոխման բնոլյթր բնորոշող ֆունկցիա յի տարբեր 
դեպքերի համար:
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