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Для численного решения интегрального уравнения Фреде .льма 
второго рода

I

о
оу(()л +/(Ж), 0<х< I

с ядром теплнцева типа

О'£₽,и)?,('> 
| = 1

(2)

рассмотрим уравнение (1) на отрезке переменной длины т (О С * < О

’)«= Л-(А ОУ(Л +/(•*).
• 1 
о

О ч х < х. (3)

Если для дачного т £ [0, 1] уравнение (3) однозначно разрешимо, 
то существует его резольвентное ядро 7? (х, /, х) (О^х, 7 < т), удов
летворяющее известным соотношениям:

R (х, Г,

к(х, Л г) « Л*(х, /) + /?(х, 5, №.

(4)

(б)

и

о

Заметим, что (см. (’•*)) по кольку ядро К определено во всем квад
рате |0 1]Х[0. 1]. формулы (4) и (5) позволяют рассматригать ре- 
зольпентное ядро R при любом а .о всем прямоугольнике |0. 1| X 
X 10 II, а решение уравнения (3) у(х, а)—при л-[0, 1|. При этом 
R наследует (по х. 1՛) гладкость ядра К(х, О, а у (при гладкости А)- 
гладкость /. При такой трактовке ясно, что
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R(x. t, О)-Л(х. Г), У (л, Ol =/(.v), 0<x, t <

Всюду в дальнейшем будем исходить из равномерного деления отрезка 
|0, 1 ] на N частей с шагом Л = 1//V ( N > 2).

Схема решения уравнения (I) для ядер общего вида предпола
гает последовательное решение уравнений (3) для значений 
= О, л. 2А.......ЛА, чго приводит, в конечном счете, к решению урав
нения (1I — у ( <) - у (х, ЛГА). При этом используются соотношения ре
зольвентного тдра и решения уравнения (2), определенные во всем 
квадрате J0, 1} X [0, 1] (см (’))*•

(п 11)Л
R (х, t, п -г I) - R(x, t, п) 4֊ I R(x, s. s) R (s, t, s) ds, (6)

nh
или

И+ПЛ
/?(х, t, n-f- 1) - R(x, t, n) R(x, s. n) R(s, t, n4-1)rfs; (7)

I/ тЛ

или

(l + '.'.fl

У (a, n 4֊ I) - у ( г, л) 4֊ ( R(x, s, i- у (.?. si ir.
<//։Л

y(x, /?4-1) = у (a.
(e+l)A

П) 4֊ J A{a։, 5, n)y (S, П 4 К 

nb

0)

(9)

Для ядер теплицева типа из формулы (4) или (5) можно получить
рекуррентное соотношение

и -и*
R(x, л-h 1)

г.Л

т
4֊ а - л - 1, s) X

X Q((s-H—л— 1, $) 4- R ($4-х—л — 1, 0, $) /?(0, $4-Г л —1, $)

где

■')= р(А s)Pt(s, xjds + p^xY, 
о

*« •
Qt (X, т) = J Q/ (s, t) A (x, x)ds 4- qt (x), 

u

ds, (10)

(12)

• Зсюлу далее значения - = лй, а также сетку дискретизации по х. I будем 
указывать без множителя А.

i — 11 ... t m.
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Для функций Р,(х, х) И рДх, х), ]
т, исходя из формул (11) 

н (|2) можно получить рекуррентные соотношения

п 4- |) = Р((Х> л) 4- /?(*, 5 5)Р ($,

аЛ

(Л41)Л
Ы*- п + ^сцх՝ п)+( <?,(։, ։)к(5, л ։)Л 

л/1

(131

иГЖ ՝»*•'* (л»֊։<л
^(А «+1) = ₽Дг, «) + | .' (л л 4-1)*։

<1 •

(л+Пл

<МХ> п + 1) = СДд, я) 4- ( РД*. л 4

пл

(14)

Заметим, что

Н(х, Г, 0)- К(х, Г), у К 0) =х/(х)(

р1(х, 0) -лД՛). С?, (•*, °) = <7( (А), I 1,..., т.
(1о)

И

!)/?(*, х, /2) и,

В отличие от алгоритмов для ядер Общего вида, описанных в (!) 
и представленных в (3), сложности О(Л'3) (Л'՜*00), требующих память 
объема О(№), в данном случае на основе формул (8), (10). (13). 
(15) удается построить алгоритмы сложности О (.V2) с памятью объе
ма О (/V). Общие принципы построения таких алгоритмов изложены в 
(2Ь

Если применить к интегральным соотношениям (8), 10) и ՛ 13)
квадратурную формулу, нетрудно видеть, что достаточно ограничиться 
рассмотрением следующих значений резольвентного ядра:

Р(х. 0, т). /?(0, л՜, т), /?(х, т, т). 0<.г, х<1. (16)

Если обозначить

ф(л, х) г. /? (0. л, '•),

Ф1 (х, -.) = Р(т. х. т),

Ч‘ (л, х) = /?(л, 0, х),

Ф1 (л, т)^ Р(х, х, т), 
(>")

то в упомянутых алгоритмах будут фигурировать значения (2т - Ч 
векторов.

В качестве примера построим один такой алгоритм, полученный на 
основе вышеуказанных формул, в которых к интегралам применена 
квадратурная формула по правилу средней точки

4-О((6-о)։). (18)
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Алгоритм
Рекуррентные соотношения алгоритма

РДх, п + \)֊Р,(х, Л) + **1(х, '։ + у)'°<('> + у՛ л + у);

<?,(•*, « + ))= <1,(х, л) + * Ф1

I = т\ л = О, •— > 1,, Л/ ——» Л\ 
2 2

Очевидно, что значения Ф(Х, л 4- 1) н Ч'(х, л 4- I) (т. е. Значе* 
иня R (0, х, п + 1) и /?(х, 0, л 4-1) нельзя вычислить, используя 
формулу (10). В данном алгоритме для вычисления указанных значе
ний употребляется рекуррентная формула для ядер общего вида (6), 
в которой фигурируют только представленные в (16) значения /?. При
меняя формулу (18) к данному соотношению, для функций Ф и ф по* 
лучим (с точностью О (Л՝), А — 0)

Ф(х, л + 1)»=Ф(х, л)4-ЛФ (Л + Т- п 4֊—\ф1
2 /

л 4֊

Ф(х, л + 1) - Ф(х. л) 4 А Л’1 л,

х = 0, — * 1, , А’ — — » А^, 
2 2
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ф(л ф 1, п -ь 1), а значения ■ Ф1

(Т. е. значения , кото-

рые нельзя вычислить по формуле (6) (число векторов в алгоритме 
возрастает), будем определять по формуле, аналогичной (10), где

4 1)А. Если к этойинтегрирование по т ведется от

формуле применить квадратурную формулу трапеций, получим:

• п 4- п I-

II с

О,

п

п "4----- ♦ П
2

+±)ф(°

Предлагаемый алгоритм является двухшгговым.
куррентных формулах фигурируют трн значения
значений функций Ф, Ч

так как в ре- 
при вычислении 

для т =. п 4 1

используются значения эти։ фун ш й для

сюда следует, что
а) сеть дискретизации по т должна быть ьдьое гуп:е:

б) значения всех функций должны бычь заданы для ч =■ 0 и

2

л ! л
1 I ։

г 1| л ’

2

*

2 2

<2.. ։ -■ 1. т

֊ п

, 3
. а для т = 1,— . .V- вычислены рекуррентными соотно-
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шенвяыи алгоритма. Численным решением ураинения (I) с ядром типа 

(2) будут значения функции у (л, /V), ..., /V, получек.

иые ■ результате описанного процесса.
Формулами (15) определяются начальные значения всех функций 

для т = 0:

Ф(л, 0) = Ф1(х, 0)=А'(0, х); Ф(л, 0) = 4'1 (л, 0) = К (л, 0);

С(х’ °) = А<х)։ 0<(х. °)^<7/(х)- 1 = 1,... ,т;
ь г •

у(х, 0)=/(х) х = 0, 4֊՛ >.......«V- -V.
. 2 2

а для х =-у- начальные значения функций Ф, 4*, Ф1, 4*1 опреде

ляются по формуле (7), Р1, <3,, 1 = 1,... , т—по формулам (14), |у — 
по формуле (9) с помощью применения к ним квадратурной фор
мулы (18).

ф(х, ֊-) = Ф(х, О)+»Лг(о, *)■

т(х, у)«ч,(х. 0) <■«о)л(х. —)։

Р, (х, —у = Р, (х, 0) + а-к (х. (֊֊) ;

<?.(*.-֊)-О, ^0)+«-*(֊^)«((֊-)։

у(х. у) = у(х. 0) + «.*(х, £)/(֊֊);

« — -1(1- -К(֊-. — '))> 
4 / \ 2 \ 4 4 //

л = 0, ֊. 1.........А/— — , /=-- 1,.. ,т.
2 2

Заметим, что сети дискретизации по т и по л совпадают. Точность 
алгоритма 16Л'’ (3 4- 2/л) 4֊ О (Л ), требуемая память — порядка 
4Л/(5 4 2*). Алгоритм был реализован в численном эксперименте на
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компьютере IBM PC AT. такп вая частота 12 мГц 
сматрмвались следующие ядра теплицева типа:

В частности рас-

Чи ленные результаты приведены и таблиц-.

Здесь Од, — среднеквадрагичиая иш.бка при дискретизации в /Уточ
ках, /у — время работы программы в секундах.

Наблюдения показывают, что построение экономичных алгоритмов 
для ядер теплицева типа достижимо при использовании разных ква
дратурных формул. При этом получаются разнообразные алгоритмы 
разных порядков точности: одношаговые и многошаговые, с равномер 
иы.мн и неравномерными сетями дискретизации по х. с совпадающими 
и несовпадающими сетями дискретизации по л՜ и по т.

В заключение заметим, что алгоритмы указанного типа абсолютно 
устойчивы при условии обратимости операторов (3) при всех 0ч'< 1 
(с.м. (2)).

Ереванский государственный университет

Լ. Р. ՂԱՐԻհՅԱՆՏյոպփցյա£ տիպի կորիդով երկրորդ սեոի իճտեդոս| հավասարման թվափն լուծման սւրւսդ ալգորիթմներ
Երկրորդ սեոի թնտեդրալ հավասարման թվային լուծմա՛ն դիտարկվող 

սխեման ենթադրում է (3) տիպի հավասարումների հաջորդաբար յուծում 
.......... . ի/հ արժեքների համար, Ելնելով (3) հավասարման ռեզո,֊ 

վենտայթն ֆունկցիայի ե լուծման համար հայտնի (6 )-(9) ա ոնշությունն ե- 
ցից, կարելի է մյակել (1) հավասարման թվային Օ(.\3) բարդու֊
թւան ալղորիթմներ, որոնց իրականացման համար պահանջվում ( Օ(\2) մե
քենայական հիշողություն. Եթե (1) հավասարման կորիզր տյոպ^ցյան տի
պի է, ապա (10)—(15) առնչություններից եքնելով, հնարավոր ( կառուցել 

229



նոլյնասրիպ ալգորիթմներ, որոնց րարգռթյանր 0(№) (, իսկ անհրամեյտ 
մեքենայական հիշոդաթյոմնր' 0(14)։ Որպես օրինակ կառուցված է 0(№) 
ճչտո ւ թ քա մ р է ր կ ք ա յլ ա լգորի թմ ւ
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