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1. Пусть 2 означает конечную часть плоскости переменных л и у, 
ограниченную единичной окружностью х’+у’ — 1 « 0. с центром 
в начале координат. В области 2 рассмотрим следуюшх՛ ՝ спектраль­
ную задачу Дирихле на собственные значения

А*? + 2),в + г’С- 0,
дх* дхду ду1 (1)

(2>™ и=°.
где н — спектральный параметр, а А, В и С — кн дратные матрицы, 
заданные по формулам

(3)

»>(х, у)֊(и^Х՝ — искомая действительная вектор-функция.
\^(х, у)/

Лемма 1. При всех положительных значениях параметра 
система (1) является сильно связанной, а для остальных 

значений у—слабо связанней эллиптической системой в смысле 
Бицадзе (*).

Пользуясь формулами

Л = Л = -’(А+/Л). (4)
дг 2 \с*х Оу/ 2 (/У

систему (I) можно представить в комплексной форме

^+2х^Х + р^- = о.
дг1 дгдг дг

(5)
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I — р
где я- = и -|֊ к՛ — искомая функция, а X —--------- При X — 0 и X = <*,

1 4֊ р
т. е. при и — - 1. система (5) превращается соответственно в из­
вестное уравнение Бацадзе (') или ее сопряжение.

В дальнейшем нам удобно записать систему уравнений (1) в виде 

= (Бр)
I Он'У =

где — —-------р։ —--------оператор колебания струны. 0-2-------- •
дх' ду' дхду

Одновременно будем рассматривать тесно связанную ,с системой (Б,։) 
систему дифференциальных уравнений первого порядка

дю дЪ--- = р---- .
дх ду

до дю--— ас -  [1---- »
дх ду

(С-Я\

которая прн р - I, т. е. для уравнения Бицадзе, превращается в си­
стему Коши -Римана из теории аналитических функций.

Определение 1. Пара функций, удовлетворяющих системе 
(Б?) или (С—называется ^-сопряженной.

Лемма 2 Общее решение системы (Б.) в 2 имеет вид

и.л(х, у) = х<р, (х, у; р) -г — ?, (х, у; р) 4֊ *։(х, у; р), 
и

(6)
ъ„(х, у) = х»։(х, у: р) - — С, (х, у; р) 4֊ >։(х, у; р),

Н
где (х. у; р), <ра(х, у; р) и (х, у; р), ь,(х. у; р) — произвольные 
р-сипрян енные решения системы (С - /?'и.

2. Краевую задачу (1). (2) запишем в операторной форме. При­
меняя с беих сторон уравнений системы (Би) оператор Д обрат- 

„ д' д'ный к оператору Лапласа Д =---------1------— при нулевых краевых
дх՝ ду՝

уело։ Йех (2), получим систему операторных уравнений

(/— М։)и— р’ Аи = рТ^-о. ,7)
(/ — ^,) V — р’М^ = - рЫаи, 

или же записанный в матричной форме квадратичный операторный 
пучок

(-к,) = (I — Ъ’,)и՝ 4- р։М։»4՜ н’Ы,» — 0, (Яа)
пространствдействующий в ортогс нальнсй сумме гильбертовых 

И = ^(2) ф Здесь

,)■ (8)

218



Ы։ =г б ՛ М, - Д —линейные ограниченные самосопряжен­

ные операторы типа С. Л. Соболева (’•4), действующие в соболевскпм- 

гильбертовом пространстве А= (□)-функций, обобщенные произ­
водные которых суммируемы с квадратом в 2 и исчезающих на гра­
нице в смысле теорем вложении С. Л. Соболева, /—единичный в 
Л оператор.

Определение 2. Собственные значения и собственные функ­
ции квадратичного пучка будем соответственно называть соб­
ственными значениями и собственными функциями краевой задачи 
(I), (2).

В пространстве А введем оператор С, дейс'вующий согласи » 
формуле

х~ У
/2 (9)

Легко проверить, что оператор С сохраняет граничное условие (2) и 
О* = 7.

Лемма 3. Между операторами типа С. Л. Соболева Ь1, и \\ 
имеет место следующее соотношение

Х։ + 2ОМ։О = /. (10)

Пользуясь соотношением (10), квадратичный пучок А.л можно
представить в виде

(ад) — (/ — М։) и 4- р (/ — 2СН։О)ад + н։Й, ® = О, (Вл)

/01 0 \где 6 = ( |- Отсюда видно, что спектральные свойства квздра-
\0 б/

тичного пучка и, следовательно, краевой задачи (1), (2) вполне 
определяются свойствами лишь одного оператора С. Л. Соболева

ду*
3. Для дальнейшего необходимо установить также некоторые вспо­

могательные факты. Общее решение (6) системы (Бл) можно запи­
сать в векторной форме

м^х, у) = А?.(х, у)*?Д<. У) + 9Ц(-’С» У)» (б')

где

«V (*,
/п,Лх, у)\ 
I I 0
\г»и(А- у)/

<РИ(А» У)
Н) \ 
и) /

. _ /М*- У» (х' (|։ (х, у; н) /
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8 матрица-функция .АДх, у) имеет вид

(П)

Наряду с матрицей .Аи(х, у) рассмотрим матрицу

(12)

Лемма 4. Матрица Вк(х, у) поео^р сзует произвольную у-со- 
пряженную пару решений системы (С— /?)и в ^-сопряженную пару 
решений той же системы. - X *

Лемма 5. Функции вида

/ V3 \и (х, V) = (.г’ 4֊ — ) Ф1 (х, у!4-’Г։(х, V),

^(х. У) - (** + — ) Ф, (х, у) 4 Т։(х, у), 
\ р' /

(13)

где Ф, (х, у), Ф,(х. у) и Ф, (х, у), Т։(х. у) — произвольные ^-со­
пряженные решения системы (С —/?),> , являются решениями си­
стемы (£'Д , \ - I

Следствие. Из леммы 5 следует, что при р=1 система 
функций

«г ( *» У) ~= (*’ + №) ф< (■*. У) + Ч*1 ,Х- У • (

«р. (х, у) = (X* 4- уа) Ф։(х, у) ч- Ч\(х, у).

где Ф1։ Фа и Ф։. Ч’։ — пэоиавольные решения системы Коши —Ри­
мана, является решением системы Бицадзе (Б։)

Пусть означает конечную часть плоскости х, у, ограниченную 
у2

эллипсом 02/ х1-Ь — = 1. Обозначим чергз множество всех ре- 
и’

шений системы (Б,) вида (’.3), а через 5* — множество тех функций
из 5., которые обращаются в нуль нв границе

/ (х у)\Лемма 6. Если вектор-пункция ( ’ ) £ 5*’, пю она
Ц(*, у)/

имеет ви)
и;1(х, у) - (х։4֊ — Лф, (х, у; р),

(15)

х’ 4֊ (х, у; р),
Н /

V,,

где Ф։, Ф։ ^-сопряженная пара решений системы (С— R).,,
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Лемма 7. Общее решение системы (Б) в 
вить в виде О можно прескта-

(л, у) = ( X» | ф,(-л у; н) + Ф,(х. у; н) +

+ Ф,(0. 0) х (. ф, (0, 0)—, 
И

МА У) = ( 7
\ Н։

(>6)

Ч-Ф։(0. 0)х-Ф։(0. 0)Л, 
I1

гое Ф,, Ф, и Ч ։, Ч, произвольные у-сопряженные пары решений 
системы (С— .

Следующее утверждение дополняет лемму 6 при р֊1,
Лемма 8. Любое решение системы (Б.,), удовлетворяющее 

граничному условию (2), при р= ±1 имеет вид (15), т. е. входит 
в множество .

4. Перейдем к формулировке основного результата дани՛ А ра­
боты.

еорема. Значения параметра р = +1 оля квадратичного 
пучка или оля краевой задачи (1), (2) являются бесконечно- 
кратными собственными значениями, вся совокупность соответ­
ствующих собственных функций которых имеет вио

»(х, у) /»։ (А У) \ /(а’ 4֊ у2 - 1) ?, (л, ун 
\®։(х, у)/ \(х։4 У’֊ у)/’ (17)

где ф։(х, у), >։(х, у) — произвольная отличная от тождественного 
нуля ^-сопряженная пира решений системы (С—К). соответ­
ственно при р= +1, а иля всех остальных значений параметра 

операторный пучок или краевая задача (1), (2) имеет 
лишь нулевое решение.

Утверждение первой части теоремы содержится в лемме 8. Пусть 
ц>0, тогда в комплексной записи система (5) является слабо связан 
ной, однако соответствующая сопряженная система уже является силь­
но связанной и поэтому согласно вышесказанному краевая задача (1), 
(2) и в этом случае имеет лишь нулевое решение.

Таким образом, операторный пучок , или, что то же самое, кра­
евая задача (1), (2) при р=±1 имеет собственные значения бесконеч- 
ного ранга, заданные формулой (17)., а все остальные значения пара­
метра н(;/?։ являются регулярными точками спектра операторного пуч 
кз /-р., т. е. соответствующая краевая задача (I), ։ 2) имеет лишь 
нулевое решение.
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Դ. Վ. ՎԻՐԱՈ8ԱՆ
1՝իցաձԼի Բայտնի օրինակից ծնւ|ած օպերատորային փնջերի սպեկտրալ 

11Ш ւո կ ս 11 > | Ո կն ն ե ր ի մ ա ս ի ն

Աշխատանքում երկրորդ կարգի մ ա մԼ ա կ սձն ած անց յսէլնե րո վ դիֆեր են֊ 
ցիալ Հավասարումների հա մակարդի համար հետազոտվում է ^7*/’/’/ս / ^/» 
սպեկտրալ №*դիրր, ^րբ տիրույթր միաՎոր շրջանն էէ որի կենտրոնը գտնվում 
է կո որդինատն երի ս կ զբն ա կ ե տ ու մ ։ Դիտարկվող խնդիրը բերվում է քաոակրւ֊ 
սային օպերատորային փնջի սպեկտրի ո ւ ս ո է մն ա սիր ո ւ թ յ ան ր է որի գործա֊ 
կիցները սոբոլևյէմս հիլբերտյան Ա ( և. ) տարածության մեջ գործող այս. 
պես կոչված սորոլևի տիպի օպերատորներ են։

Ապա ցուցվս^ծ է, որ այդ փնջի դիսկրետ սսլեկտոր կենտրոնացված I 
}. = ± 1 կետերում, որոնք հանդիսանում են անվերջ պատիկութ^ան սեփա֊ 
կան արժեքներ, իսկ դիտարկվող հավասարումը ա/դ դեպքում վեր Լ ածվում 
!իցաձեի հայտնի հավասարմանը կսէմ նրա համ ալուծին։ I'ա ցահա յտ տես֊ 
քով կաոուցված է Л = ճ: / սեփակս^ն արժելներին համապատասխանող սե֊ 
փական ֆունկցի ան ե րի լրիվ հավաքը։
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